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Журнал "Механика композиционных материалов и 
конструкций» издается Институтом прикладной механики 
Российской Академии наук с января 1995 года. Журнал 
посвящен проблемам современной механики 
композиционных материалов и их применения в различных 
конструкциях и публикует результаты фундаментальных и 
прикладных исследований по направлениям: 
механика структурированных, неоднородных и гетерогенных 
сред со сложными реологическими свойствами, фазовыми 
переходами; интеллектуальные (активные, адаптивные) 
материалы и конструкции, естественные и биокомпозиты; 
диагностика, накопление повреждений, прочность, 
жесткость, долговечность и механика разрушения 
композитов; численные методы в механике гетерогенных 
сред и механике композитов, компьютерное моделирование 
поведения композитов; методы осреднения; термодинамика, 
физико-химическая механика и микромеханика композитных 
материалов; свойства волокна, матрицы, межфазного слоя; 
методы расчета композитных конструкций и конструкций 
летательных аппаратов; статические и динамические задачи, 
взаимодействие с окружающей средой; методы 
экспериментальных исследований композитов и 
композитных конструкций; механика высокоскоростного 
соударения. 
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УТОЧНЕННАЯ МОДЕЛЬ ТЕРМОУПРУГОПЛАСТИЧЕСКОГО 
ДЕФОРМИРОВАНИЯ ГИБКИХ АРМИРОВАННЫХ ПЛАСТИН* 

 
Янковский А.П. 

 
ФГБУН Институт теоретической и прикладной механики  
им. С.А. Христиановича СО РАН, г. Новосибирск, Россия 

 
 

АННОТАЦИЯ 
 

Сформулирована связанная начально-краевая задача неизотермического 
упругопластического деформирования гибких армированных пластин при использовании 
уточненной теории изгиба. Геометрическая нелинейность задачи учитывается  
в приближении Кармана. Температура конструкций по толщине аппроксимируется 
полиномами высоких порядков. Решение поставленной нелинейной двумерной задачи 
строится на базе явной численной схемы. Исследовано термоупругопластическое 
деформирование плоско-перекрестно и пространственно армированных 
металлокомпозитных и стеклопластиковых пластин, динамически изгибаемых  
под действием воздушной взрывной волны. Показано: для адекватного расчета 
температуры в тонкостенных конструкциях ее нужно аппроксимировать полиномами  
7-го порядка по толщине; для адекватного определения деформированного состояния 
компонентов композиции необходимо использовать уточненную теорию изгиба пластин, 
простейшим вариантом которой является теория Амбарцумяна. Для стеклопластиковых 
пластин приращение температуры при их динамическом изгибе составляет 3-18oC,  
а для металлокомпозитных пластин 30-35oC. Поэтому динамический упругопластический 
расчет стеклопластиковых конструкций при нагрузках взрывного типа можно проводить 
без учета тепловыделения в них. При аналогичных расчетах металлокомпозитных 
пластин можно не учитывать термочувствительность материалов композиции,  
но необходимо учитывать тепловое воздействие. 
 
Ключевые слова: гибкие пластины; плоское многонаправленное армирование; 
пространственное многонаправленное армирование; динамический изгиб; уточненная 
теория изгиба; термоупругопластическое деформирование; явная численная схема 

 
 

REFINED MODEL OF THERMO-ELASTIC-PLASTIC DEFORMATION 
OF FLEXIBLE REINFORCED PLATES 

 
Yankovskii A.P. 

 
Khristianovich Institute of theoretical and applied mechanics the Siberian Branch of the 

Russian Academy of Science, Novosibirsk, Russia 
 
 

ABSTRACT 
 

A coupled initial-boundary value problem of non-isothermal elastoplastic deformation  
of flexible reinforced plates is formulated using the refined theory of bending. The geometric 
nonlinearity of the problem is taken into account in the Karman approximation. The temperature 
of structures over the thickness is approximated by high-order polynomials. An explicit 

                                                           
* Работа выполнена в рамках государственного задания (№ гос.регистрации 121030900260-6). 
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numerical scheme is used to solve the formulated nonlinear two-dimensional problem. Thermo-
elastoplastic deformation of plane-cross and spatially reinforced metal-composite and fiberglass 
plates dynamically bent under the action of an air blast wave has been studied. It is shown that 
in order to adequately calculate the temperature in thin-walled structures, it must be 
approximated by polynomials of the 7th order in thickness; to adequately determine the strain  
of the composition components, it is necessary to use the refined theory of plate bending, the 
simplest version of which is the Ambartsumian theory. For fiberglass plates, the temperature 
increment during their dynamic bending is 3-18oC, and for metal-composite plates 30-35oC. 
Therefore, the dynamic elastic-plastic calculation of fiberglass structures under explosive loads 
can be carried out without taking into account the heat release in them. In similar calculations  
of metal-composite plates, the thermal sensitivity of the composition materials can be ignored, 
but the thermal effect must be taken into account. 
 
Keywords: flexible plates; planar multidirectional reinforcement; spatial multidirectional 
reinforcement; dynamic bending; refined theory of bending; thermo-elastic-plastic deformation; 
explicit numerical scheme 

 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Конструкции из композиционных материалов (КМ) все более активно 
используются в инженерной практике [1-20]. Изделия из таких материалов часто 
подвергаются высокоинтенсивному термосиловому нагружению [1,12-14,16,20], 
при котором материалы компонентов композиции могут деформироваться 
пластически [13,14,16,21-23], поэтому проблема моделирования неизотермического 
упругопластического деформирования тонкостенных элементов КМ-конструкций 
является актуальной и на данный момент времени находится в стадии 
становления [8,15,22-26]. В работе [25] предложена структурная модель 
термомеханического поведения многонаправленно армированной среды, 
компоненты композиции которой деформируются упругопластически.  
Эта структурная модель была использована в [26] для расчета неизотермического 
неупругого деформирования динамически изгибаемых КМ-пластин. 

Для учета слабого сопротивления тонкостенных элементов КМ-конструкций 
поперечному сдвигу традиционно используют неклассические теории Рейсснера 
[1,10,13,16,27], Амбарцумяна [2,26] или Редди-Немировского [3,6,12], реже 
применяются более точные теории [10,11,13], использующие, как правило, 
гипотезу ломаной линии. 

В работе [26] было показано, что для адекватного расчета температурного 
поля в динамически изгибаемой КМ-пластине температуру по ее толщине 
необходимо аппроксимировать полиномами 6-7 порядка. Для описания  
же механического поведения КМ-пластины в [26] использовалась одна  
из простейших неклассических теорий – теория Амбарцумяна [2]. 

Известно, что при кратковременном интенсивном нагружении конструкции 
основным источником тепловыделения является механическая диссипация 
энергии, зависящая от уровня напряжений и скоростей деформаций [28,29], 
которые в тонкостенных элементах конструкций могут быть аппроксимированы 
то толщине с разной степенью точности [1-3,6,10-13,16,27,30], поэтому в [26] 
остался открытым вопрос: достаточно ли использовать для расчета 
термоупругопластического динамического изгиба КМ-пластин теорию 
Амбарцумяна или следует применять более точные теории деформирования 
тонкостенных элементов КМ-конструкций [10,11,13,30]. 
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В связи с вышеизложенным данная работа посвящена моделированию 
неизотермического динамического поведения упругопластически деформируемых 
армированных пластин в рамках уточненной теории изгиба [30]. Численное 
решение связанной термомеханической нелинейной задачи строится  
с использованием явных методов шагов по времени [13,26,28,30]. 
 
 

1. ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ И МЕТОД РЕШЕНИЯ 
 

Рассматривается гибкая КМ-пластина толщиной 2h  (рис.1) в декартовой 
прямоугольной системе координат ix  такой, что плоскость ( )1 2 3 0Ox x x =  – 

срединная ( )3x h≤ . Конструкция армирована плоско-перекрестно или 
пространственно K  семействами непрерывных волокон с плотностями 
армирования ( )1k k Kω ≤ ≤ . В поперечном направлении 3x  структура армирования 
однородна. На рис.1а изображена ортогональная структура армирования в двух 
( )2K =  направлениях [31,32], а на рис.1б – пространственная структура 

армирования в четырех ( )4K =  направлениях [32]. 
 

    
а б 

Рис.1. Элемент КМ-пластины: а) плоское ортогональное армирование;  
б) пространственное армирование в четырех направлениях. 

 

 
Рис.2. Локальная система координат, связанная с волокном k-го семейства. 

 
С каждым k-м семейством волокон связана локальная прямоугольная 

система координат ( )k
ix . При этом ось ( )

1
kx  направлена вдоль траектории 
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армирования и задана углами сферической системы координат kθ  и kϕ  (рис.2). 

Направляющие косинусы ( )k
ijl  между осями ( )k

ix  и ( ), 1, 3, 1jx i j k K= ≤ ≤  
определяются по формулам (41) из [25]. 

Предполагаем, что касательные внешние силы на лицевых плоскостях 
конструкции отсутствуют, а структура пространственного армирования 
удовлетворяет требованиям, изложенным в замечании в [26]. (В частности, для 
структуры, изображенной на рис.1б, эти условия выполняются.) Тогда согласно 
результатам работы [30], осредненные деформации композиции ijε   
и перемещения точек пластины iU  в рамках уточненной теории изгиба 
аппроксимируем соотношениями (при этом геометрическую нелинейность задачи 
учитываем в приближении Кармана) 

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

3

1 22
3 3

3 32
0

2 2 3
3 3 32

0

1,
2

1 ,
1 3 2

, , , , 1, 2;

ij i j j i i j

mM
m m

i j j i i j
m

mM
m

i i
m

t u u x w

x xh w w
h m m

xt h x t i j
h

+

=

=

ε = ∂ + ∂ − ∂ ∂ +

 
+ − ∂ ε + ∂ ε + ∂ ∂ + + 

ε = − ε =

∑

∑

r

r x

  (1) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 22
3 3

3 32
0

3

3 0 1 2 1 2 3

, , 2 , ,
1 3

, , ,

, , , 1, 2, , , , , ,

mM
m

i i i i
m

x xhU t u t x w t
h m m

U t w t

x h t t i x x x x x

+

=

 
= − ∂ + − ε + + 
=

∈Ω ≤ ≥ = = =

∑r x x

r x

x x r

  (2) 

где w  – прогиб; iu  – тангенциальные перемещения точек срединной плоскости 
( )3 0x =  в направлениях ix ; 0t  – начальный момент времени t ; i∂  – оператор 

частного дифференцирования по ( )1,2ix i = ; Ω  – область, занимаемая 
конструкцией в плане. При 0M =  из равенств (1), (2) получаем кинематические 
соотношения теорий Амбарцумяна [2,26] и Редди – Немировского [3,6,12]. 
Неизвестными в (1) и (2) являются функции ( ) ( )3, 1, 2, 0, m

i iw Mu i mε = ≤ ≤ . 
В настоящем исследовании рассматривается поведение КМ-пластины как 

гибкой тонкостенной механической системы, поэтому напряжение ( )33 ,tσ r   
с приемлемой для практических приложений точностью можно 
аппроксимировать по толщине конструкции так [1] 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )33 33 33 33

33 3

3 0

, , , ,
, ,

2 2
, , ,

t t t t
t x

h
x h t t

+ − + −σ −σ σ +σ
σ = +

∈Ω ≤ ≥

x x x x
r

x
  (3) 

где ( ) ( ) ( )33 33, , ,t t h±σ ≡ σ ±x x  – нормальные напряжения на верхней (+) и нижней  
(–) лицевых плоскостях, известные из силовых граничных условий. 

К соотношениям (1)-(3) необходимо присоединить двумерные уравнения 
движения гибкой пластины (см. (10) и (11) в [30]) и определяющие уравнения, 
связывающие скорости усредненных напряжений в композиции ijσ  со скоростями 
деформаций ijε  и температурой Θ . Согласно результатам работы [25],  
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в фиксированный момент времени t  эти соотношения можно записать  
в матричном виде 

,= +B pσ ε           (4) 
где 

( ) ( )T T
11 22 33 23 31 12 11 22 33 23 31 12, , , , , , , , , 2 , 2 , 2 ;≡ σ σ σ σ σ σ ≡ ε ε ε ε ε ε            σ ε   (5) 

6 6× -матрица B  и шестикомпонентный вектор-столбец p  определяются 
матричными равенствами (38) в [25], их элементы зависят от структуры 
армирования (углов ,k kθ ϕ  и плотностей kω  армирования), характеристик 
материалов компонентов композиции и их текущего термомеханического 
состояния; точка – производная по t ; индекс T  – операция транспонирования. 

Согласно соотношениям (5), из третьего уравнения системы (4) можно 
выразить скорость линейной деформации в поперечном направлении 

( )1
33 33 33 3 31 11 32 22 34 23 35 31 36 122 2 2 ,b p b b b b b−ε = σ − − ε − ε − ε − ε − ε        (6) 

где ( )3 3, 1,6ib p i =  – элементы матрицы B  и вектора-столбца p  в (4); 

производная 33σ  определяется путем дифференцирования по времени выражения 
(3). Скорости деформаций ijε  в правой части равенства (6) получаются после 
дифференцирования по t  соотношений (1), т.е. выражаются через двумерные 
функции , , iw uw   и ( ) ( )3 1, 2, 0m

i i m Mε = ≤ ≤ . 
Как и в [26], температура Θ  по толщине пластины аппроксимируется 

полиномом L-го порядка 

( ) ( )0
3 3 0

0
, , , , , ,

L
l

l
l

t t x x h t t
=

Θ −Θ = Θ ∈Ω ≤ ≥∑r x x    (7) 

где 0 constΘ =  – температура естественного состояния конструкции; 
( )0l l LΘ ≤ ≤  – искомые двумерные функции. 

Чтобы замкнуть систему разрешающих уравнений неизотермического 
упругопластического деформирования КМ-пластины, к соотношениям (1)-(7) 
нужно добавить двумерные уравнения теплового баланса (см. (63) в [26]), 
необходимые механические (см. (22), (24) в [30]) и тепловые (см. (61) и (70)  
в [26]) граничные условия, а также начальные условия в момент времени 0t   
(см. (20), (25) в [30] и (72) в [26]). 

Для интегрирования нелинейной рассматриваемой задачи используем явные 
пошаговые численные схемы, определяя решения в дискретные моменты времени 

( )0,1,2,...nt n = . В связи с этим считаем, что при mt t=  уже известны значения 
следующих функций [26,30] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

33 33

1

1

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , ,

1, 2, , 1,3, 1, , 0 1, 0

mm m
p p

m l l m ij ij m

m n n
r r

m n i i n

nnm

s s m s s n n

m m m
k k k k k k

ij ij m ij ij m m

w w t u u t t

t U U t q q t

t t q q t

t t t

l i j m n n p M r

± ±

−
± ±

− ∞ ∞

≡ ≡ σ ≡ σ

σ ≡ σ ≡ ≡

Θ ≡ Θ Θ ≡ Θ ≡

σ ≡ σ ε ≡ ε χ ≡ χ

= = = − ≤ ≤ + ≤ ≤

x x x x r r

x x x x r r

x x x x x x

r r r r r r
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30 , 0 , , ,s L k K x h≤ ≤ ≤ ≤ ∈Ω ≤x  
где 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3, , , , , ,

1, 2, 0 1, 0 2;

h h
p rp r

l l
h h

u t U t x dx U t U t x dx

l p M r L
− −

≡ ≡

= ≤ ≤ + ≤ ≤ −

∫ ∫x r x r
     (9) 

U  – удельная внутренняя энергия КМ; ( ) ( ),k k
ij ijσ ε  – напряжения и деформации  

в k-м компоненте композиции ( 0k =  – связующее, 1k ≥  – волокна k-го семейства); 
( )kχ  – параметр Одквиста в том же материале; iq  – компоненты теплового потока 

в КМ; ( )q ±
∞  – заданные тепловые потоки через верхнюю (+) и нижнюю (–) лицевые 

поверхности. Неизвестные функции ( ) ( )3, 1, 2, 0, m
i iw Mu i mε = ≤ ≤  в (1) и (2) 

однозначно выражаются через кинематические переменные ( )p
lu  (см. (9))  

с помощью матричного соотношения (30) в [30]. 
Производные по времени в механической составляющей исследуемой 

связанной термоупругопластической задачи аппроксимируем центральными 
конечными разностями на трехточечном шаблоне { }1 1, ,n n nt t t− + , что позволяет 
разработать явную численную схему. Заменяя вторые производные по времени  
от кинематических переменных w  и ( )p

iu  в двумерных уравнениях движения 
гибкой КМ-пластины их конечно-разностными аналогами и учитывая (2), (3), (9) 
и обозначения, аналогичные (8), получим [30] 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 21 1
0 0
3 33 332

1 1

1 1 2

32
1

1 1
33 33 3 33

2 2 ,

2

1 ,

, 1, 2, 0 1, 1

n n n nn n n n

j j ji i
j i

n n n n n n
l l l l l

i i i j ij j i
j

n n n nn nl l ll
i i i

h w w w M M w

u u u M M w

h w l M l M w

i l M n

+ −
+ −

= =

+ −

=

+ − − −

 ρ  − + = ∂ + ∂ +σ −σ  τ    
   ρ

− + = ∂ − ∂ −   τ    
 

− σ − − σ ∂ − + ∂ 
 

∈Ω = ≤ ≤ + =

∑ ∑

∑

x , 2,3,...,

 (10) 

где 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

0 0 0 3 3
1 1

1 1
33 33 3 3 33 33

33 33

, 1 , , , ,

, , 1 1
2

1 1 , , 1,3, 0 1;
1

hK K
l l

k k k ij ij
k k h

h l
ll l

h

l

M t t x dx

hlM t l t x dx

l i j l M
l

= = −

− + −−

−

+ −

ρ ≡ ρ ω + ρ ω ω = − ω ≡ σ

≡ σ = σ +σ − − +

+ σ −σ + − = ≤ ≤ +
+

∑ ∑ ∫

∫

x r

x r    (11) 

0 , kρ ρ  – объемные плотности связующего и арматуры k-го семейства; 
const 0τ = >  – шаг по времени t . Массовые нагрузки в уравнениях (10)  

не учитываются. Усредненные напряжения в композиции ijσ  в соотношениях (11) 

выражаются через напряжения в компонентах композиции ( ) ( ), 1,3, 0k
ij i j k Kσ = ≤ ≤  

по структурным формулам, полученным в [25]. 
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Используя (11) и предположения (8), в данный момент времени nt  можно 

вычислить все силовые факторы ( )l
ijM  и внешние нагрузки ( )

33
±σ , входящие  

в правые части равенств (10). Следовательно, при учете соответствующих 
граничных условий [30] из уравнений (10) можно вычислить по явной схеме 

значения неизвестных функций 
1n

w
+

 и ( )
1n
l

iu
+

 в следующий момент времени 1nt + . 
Для интегрирования теплофизической составляющей рассматриваемой 

задачи также используем явную схему, но на двухточечном шаблоне по времени 
{ }1,n nt t + . Тогда двумерные уравнения теплового баланса при учете (7), (9)  
и обозначений, аналогичных (8), примут вид [26] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 2 2 3 ,

, 0 2, 0,1,2, ...;

n n n n n n
m m m m m mU U Q Q Q W

m L n

+ ρ
− = −∂ − ∂ − + τ  

∈Ω ≤ ≤ − =x

    (12) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1 0
33

0

1 0
33

0

0

1 , , ,

, , ,

, ;

L
l l

l
l

L
l

l
l

h l h t q t

h l h t q t

t t

− − − − −−
∞ ∞

=

+ + + + +−
∞ ∞

=

− − λ + α Θ = α Θ −Θ +

λ + α Θ = α Θ −Θ −

∈Ω ≥

∑

∑

x x

x x

x

 (13) 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
0

0 0 0

2

0 0 0

0

2

, ,
3

, , 0 2,

L L L

i i j
i i j

L L L
m

i j l
i j l

CC H i m H i j m

C H i j l m U t

t t m L

= = =

= = =

+ Θ + + + Θ Θ +

+ + + + Θ Θ Θ =

∈Ω ≥ ≤ ≤ −

∑ ∑∑

∑∑∑ x

x

  (14) 

где 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

1
1

3 3

1
3 3 3 3 3 3 3 3

3 3
0

33 33 3, ,

1 1 , , , 1,3 ,
1

, , 1 , ,

1, , 0,1, 2 ,

, ;

hs
s m m

i i
h

h
mm mm m

h
h K

m km
ij ij l l k k

kh

t h

hH s Q t q t x dx i
s

Q t q t x dx h q q mQ t

W t x dx C c l

q q

+
+

−

+ − −

−

=−

± ± ±
∞Θ=Θ ±

 ≡ − − ≡ = +

 ≡ ∂ = − − − 

≡ σ ε ≡ ρ ω =
ρ

λ ≡ λ ≡

∫

∫

∑∫

x

x r

x r x

x x x

   (15) 

33λ  – коэффициент теплопроводности композиции в направлении 3x  

(вычисляется по структурным формулам из [33]); ( )±α  – коэффициент 
теплоотдачи со стороны верхней (+) и нижней (–) лицевых плоскостей;  

( )±
∞Θ  – температуры окружающей среды со стороны тех же поверхностей;  
( )k
lc  – коэффициент разложения удельной теплоемкости k-го компонента 

композиции ( )0
kc Θ−Θ  по формуле (в случае учета термочувствительности) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )20 0 0
0 1 2 , 0 .k k k

kc c c c k KΘ−Θ = + Θ−Θ + Θ−Θ ≤ ≤   (16) 
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Равенства (13) – это тепловые граничные условия общего вида, заданные  
на лицевых плоскостях КМ-пластины и преобразованные с учетом разложения 
(7). Равенство (14) задает связь между двумерными величинами ( )mU  (см. (9))  
и коэффициентами разложения температуры (7) в предположении выполнения 
соотношений (16). Равенства (13) и (14) справедливы в любой момент времени. 

На основании формул (15) при учете предположений (8) в текущий момент 
времени nt  можно вычислить правые части в (12), а затем по явной схеме при 
учете соответствующих граничных (заданных на контуре Γ , ограничивающем 

область Ω ) и начальных условий [26] определяем значения функций ( )
1n
mU
+

  
в следующий момент времени 1nt + . Далее, рассматривая при 1nt t +=  уравнения (13) 
и (14) (в которых правые части уже известны) с учетом (15), определяем 

коэффициенты разложения температуры ( ) ( )
1

0
n

l l L
+

Θ ≤ ≤x  в формуле (7).  
В случае учета термочувствительности материалов композиции система (13)  
и (14) нелинейна. Для ее линеаризации можно использовать метод переменных 
теплофизических параметров, аналогичный методу переменных параметров 
упругости. В остальном разработанная численная схема (10) и (12) при учете 
соотношений (1), (6), (11), (15) и структурных формул, полученных в [25,33], 
реализуется так, как описано в [26,30]. 

В работе [26] показано, что шаг по времени τ  в равенствах (10) и (12) 
необходимо выбирать, исходя из условия устойчивости Куранта [13]. 
 
 

2. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТОВ 
 

Как и в [26], исследуем термоупругопластическое динамическое поведение 
изгибаемых пластин толщиной 2 2 смh = . Область, занимаемая ими в плане, Ω : 

1 22, 2, 3x a x b a b≤ ≤ = . Кромки конструкций жестко закреплены: 0w = , 
( )

00, ,m
iu t t= ∈Γ ≥x  (см. (9) и (10)). До начального момента времени 0 0t =  

пластины покоятся ( )( )00, 0, , , 1, 2, 0 1m
iw u t t i m M= = ∈Ω = = ≤ ≤ +x  при 

температуре естественного состояния ( )0
3 0const, , ,x h t tΘ = Θ = ∈Ω ≤ =x . 

При 0t t=  конструкции нагружаются снизу давлением ( )p t , порожденным 
воздушной взрывной волной [34] 

( ) ( ) ( ) ( )
max max max

33 33
max max max

, 0 ,
0,

exp , ,

p t t t t
p t

p t t t t
+ −

≤ ≤σ ≡ −σ ≡ =  −α − >   
  (17) 

где 
( ) ( )min max min maxln 0,01 0, ;t t t tα = − − >         (18) 

maxt  – момент времени, когда ( )p t  достигает наибольшего значения maxp ;  

mint  – момент времени, при превышении которого можно пренебречь ( )p t   

по сравнению с maxp  (так, формула (18) справедлива при ( )min max0,01p t p= ).  
На основании экспериментальных данных [34] в расчетах примем max 0,1 мсt =   
и min 2 мсt = . 
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Через лицевые поверхности ( )3x h= ±  осуществляется конвективный 

теплообмен с окружающей средой ( )( )0q ±
∞ ≡  в условиях естественной конвекции 

( ( ) 30±α =  Вт/(м2·К) [35]) при температуре воздуха, равной температуре 
естественного состояния конструкций: ( ) 0 20±

∞Θ = Θ = оС (см. (13)). На торцевых 
поверхностях пластин заданы температурные граничные условия, причем 
температура конструкций поддерживается равной температуре их естественного 
состояния 0Θ . 

Пластины изготовлены из магниевого сплава ВТ65 [36] и армированы 
стальной проволокой марки У8А [31] (металлокомпозиция) или из 
эпоксисвязующего [37], усиленного стеклянными волокнами [31] 
(стеклопластик). Упругопластическое деформирование компонентов композиции 
при активном нагружении и постоянстве температуры Θ  описывается 
билинейной диаграммой 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

s s

s s s s

, ,

sign sign , , 0 ,

k k k k

k k k k

E E

E k K

 ε ε ≤ ε = σσ = 
ε σ + ε − ε ε ε > ε ≤ ≤

 

где ,σ ε  – осевые напряжение и деформация; ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s,k k k kE E E E= Θ = Θ  – 
модули Юнга и линейного упрочнения материала k-го компонента композиции; 

( ) ( ) ( )s s
k kσ = σ Θ  – предел текучести того же компонента при фиксированной 

температуре ( )constΘ = . Физико-механические характеристики материалов 
композиций приведены в таблице, где ν  – коэффициент Пуассона,  
λ  – коэффициент теплопроводности, α  – коэффициент линейного теплового 
расширения, а в скобках указана температура ( ,Θ оС), при которой определено 
значение соответствующей характеристики. Зависимости всех физико-
механических характеристик от температуры Θ  в расчетах аппроксимировались 
линейно по данным, представленным в Таблице 1. 

Таблица 1. 
Физико-механические характеристики материалов композиций [31,36,37] 

Характеристика 
материала 

Эпоксидная 
смола 

Стеклянные 
волокна 

Магниевый сплав 
ВТ65 (Mg) 

Стальная 
проволока У8А 

,ρ кг/м3 1210,0 (20) 
1208,0 (40) 

2520,0 (20) 
2519,6 (80) 

1800,0 (20) 
1796,2 (100) 

7800,0 (20) 
7791,8 (100) 

,E  ГПа 2,8 (20) 
2,3 (40) 

86,8 (20) 
86,3 (80) 

43,0 (20) 
38,5 (100) 

210,0 (20) 
195,0 (100) 

ν  0,33 (20) 
0,333 (40) 

0,25 (20) 
0,254 (80) 

0,330 (20) 
0,334 (100) 

0,3 (20) 
0,305 (100) 

s ,σ  МПа 20 (20) 
18 (40) 

4500 (20) 
4400 (80) 

267 (20) 
219 (100) 

3968 (20) 
3971 (200) 

s ,E  ГПа 1,114 (20) 
0,783 (40) 

6,230 (20) 
5,168 (80) 

0,379 (20) 
0,367 (100) 

6,973 (20) 
5,014 (200) 

,λ  Вт/(м·К) 0,243 (20) 
0,240 (40) 

0,89 (20) 
0,86 (80) 

117,23 (20) 
121,42 (100) 

42,7 (20) 
41,7 (100) 

6 110 , K−α ⋅  68,1 (20) 
70,3 (40) 

2,5 (20) 
2,6 (80) 

20,9 (20) 
22,6 (100) 

12,3 (20) 
13,2 (100) 
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,с  кДж/(кг·К) 1,54 (20) 
1,60 (40) 

0,800 (20) 
0,839 (80) 

1,032 (20) 
1,054 (100) 

0,485 (20) 
0,488 (100) 

 

Для проведения расчетов по пространственным переменным 1x  и 2x  
вводилась равномерная сетка 1 2 100x x b∆ = ∆ = , а шаг по времени τ  выбирался 
равным 0,25 мкс. Рассматривались относительно тонкие ( )1 м, 2 1 50b h b= =   

и относительно толстые ( )20 см, 2 1 10b h b= =  КМ-пластины, для которых при 
указанном способе дискретизации задачи необходимые условия устойчивости 
разработанной явной численной схемы заведомо выполняются (см. (80) в [26]). 

Структуры армирования КМ-пластин однородны: const, constk kθ = ϕ = , 
const, 1k k Kω = ≤ ≤  (см. (11) и рис.2). Рассматриваются две схемы армирования: 

1) плоское ортогональное армирование (рис.1а), когда два ( )2K =  семейства 
волокон уложены по направлениям 1x  и 2x  с плотностями армирования 1 0,1ω =   
и 2 0,3ω =  соответственно; 2) пространственное армирование в четырех ( )4K =  
направлениях (рис.1б), когда два первых семейства волокон уложены  
по-прежнему в направлениях 1x  и 2x , а третье и четвертое – наклонно в плоскости 

2 3x x  по направлениям, которые задаются углами (см. рис.2): 3 44, 3 4θ = π θ = π , 

3 4 2ϕ = ϕ = π  (на рис.1б угол 4θ = π ). Во второй структуре плотности 
армирования таковы: 1 2 3 40,1, 0, 2, 0,05ω = ω = ω = ω = . В обеих схемах 
армирования общий расход волокон одинаков. 

В работе [26] были проведены расчеты для рассматриваемых конструкций 
при задании в (1) и (2) значения 0M =  (простейшая неклассическая 
аппроксимация кинематических переменных) и при варьировании значения 2L ≥  
в разложении температуры (7) и было показано, что для адекватного определения 
температурных полей в динамически изгибаемых КМ-пластинах в соотношении 
(7) необходимо задавать 6L =  или 7L = . 

Однако, как показано в [30], в случае изотермического динамического 
изгибного деформирования КМ-пластин для адекватного описания механического 
поведения таких тонкостенных элементов конструкций в соотношениях (1) и (2) 
следует принимать не 0M =  (теория Амбарцумяна [2]), а 6M =  или 7M =   
(т.е. нужно использовать уточненную теорию изгиба). 

Как отмечалось во Введении, в настоящем исследовании изучается влияние 
уточненных соотношений (1) и (2) (при 7M = ) на расчетное термомеханическое 
поведение динамически изгибаемых КМ-пластин при упругопластическом 
деформировании их компонентов композиции. 

На рис.3 изображены осцилляции максимальных значений температуры 
( ) ( )m ; , max , ; ,t M L t M LΘ = Θ

r
r  в зависимости от времени t  в металлокомпозитных 

пластинах разной относительной толщины при 2D-структуре армирования  
(см. рис.1а). Кривые на рис.3а рассчитаны для относительно тонкой конструкции 
при max 10p =  МПа (см. (17)), а на рис.3б – для относительно толстой КМ-
пластины при max 50p =  МПа. Кривые 1 и 2 на рис.3 рассчитаны по уточненной 
теории изгиба (при 7M =  в (1), (2)) и при простейшей аппроксимации 
температуры по толщине (при 2L =  в (7)) – кривые 1 – или при использовании 

po
dp

isk
a.

po
ch

ta
.ru



Механика композиционных материалов и конструкций    том 28, №3, 2022 г. 
 

303 

уточненного разложения (7) ( )7L =  – кривые 2. Сравнение поведения кривых 1  
и 2 на рис.3, как и в случае использования теории изгиба Амбарцумяна [26], 
демонстрирует тот факт, что расчет зависимости ( )m ; ,t M LΘ  при простейшей 

квадратичной аппроксимации температуры ( )2L =  лишь качественно (причем  
на рис.3а очень приближенно), но не количественно, позволяет рассчитать 
осцилляции наибольших значений Θ  в рассматриваемых КМ-конструкциях. 
 

 
а 

 
б 

Рис.3. Зависимость от времени наибольшего значения температуры  
в относительно тонкой (а) и толстой (б) металлокомпозитных пластинах, 
рассчитанные с использованием разных аппроксимаций температурного 
поля и тангенциальных перемещений в поперечном направлении. 

 
Кривая 2′ на рис.3б приведена для сравнения и рассчитана по теории 

Амбарцумяна (при 0M =  в (1) и (2)) при уточненной аппроксимации 
температуры (при 7L =  в (7)). Сравнение кривых 2 и 2′ на рис.3б показывает, что 
использование уточненной теории изгиба (при 7M = ) для относительно толстой 
металлокомпозитной пластины приводит к незначительному (примерно на 3оС) 
увеличению расчетного максимального значения температуры в конструкции по 
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сравнению с расчетом по теории Амбарцумяна. В других рассматриваемых КМ-
конструкциях это различие максимальных расчетных значений температур, 
определенных с использованием теории Амбарцумяна или уточненной теории 
изгиба, еще меньше. Так, для относительно тонких как стеклопластиковых, так  
и металлокомпозитных пластин эта разность максимальных значений температур 
составляет менее 1оС, поэтому кривая 2′ на рис.3а не изображена, так как 
визуально она практически не отличается от кривой 2. Для относительно толстых 
же стеклопластиковых конструкций эта разность температур составляет примерно 
1,5оС. Однако для таких КМ-пластин приращение температуры в процессе 
осцилляций невелико: максимально достигаемое значение равно примерно 23оС, 
т.е. всего на 3оС больше температуры естественного состояния конструкции. 

Несмотря на то, что при использовании уточненной теории изгиба КМ-
пластин расчетное температурное поле незначительно отличается от случая 
использования теории Амбарцумяна, деформированные состояния компонентов 
композиции, рассчитанные по этим теориям, могут различаться достаточно 
сильно. На рис.4 изображены осцилляции наибольших значений интенсивности 
деформаций связующего ( )0

∗ε  исследуемых композиций ( ( ) ( ) ( ) ( )0 0
m max ,t t∗ε = ε

r
r , 

1 2 32, 2,x a x b x h≤ ≤ ≤ ). Кривые на рис.4а,б рассчитаны для тех же КМ-
конструкций, что и на рис.3а,б соответственно. Кривые 1 на рис.4а,б получены  
по уточненной теории изгиба без учета теплового воздействия (расчет проводился 
по теории из [30]); кривые 2 определены также по уточненной теории изгиба при 
уточненной аппроксимации температуры в (7) ( )7L = : сплошные кривые 2′ 
приведены для сравнения и рассчитаны по теории изгиба Амбарцумяна при 
использовании уточненной аппроксимации температуры ( )7L = . 

Сравнение максимальных значений ординат на кривых 1 и 2 на рис.4а,б 
показывает, что в случае относительно тонкой металлокомпозитной пластины 
(рис.4а) расчет, выполненный без учета теплового воздействия (кривая 1), 
приводит к завышению максимума интенсивности деформаций связующего  
на 27,3% по сравнению с термоупругопластическим расчетом (см. значения ( )0

mε  
на кривых 1 и 2 рис.4а при 1,85t ≈  мс), а в случае относительно толстой 
конструкции – на 17,6% (см. значения ( )0

mε  на кривых 1 и 2 рис.4б при 0,25t ≈  мс). 
Следовательно, в случае металлокомпозитных пластин неучет теплового 
воздействия может приводить к существенному завышению (на десятки 
процентов) значений интенсивности деформаций связующего материала. Для 
армирующих волокон это различие не столь велико. 

Сравнение кривых 2 и 2′ на рис.4а показывает, что при использовании 
теории изгиба Амбарцумяна в относительно тонкой металлокомпозитной 
пластине максимальное расчетное значение интенсивности деформаций 
связующего оказывается на 20,8% больше, чем в аналогичном 
термоупругопластическом расчете, выполненном по уточненной теории изгиба 
(см. значения ( )0

mε  на кривых 2 и 2′ рис.4а при 1,85t ≈  мс). Аналогичное сравнение 
кривых 2 и 2′ на рис.4б свидетельствует о том, что в случае относительно толстой 
металлокомпозитной пластины термоупругопластические расчеты, выполненные 
по теории Амбарцумяна и по уточненной теории изгиба, приводят к близким 
значениям максимумов на этих кривых. Так, ордината точки глобального 
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максимума на кривой 2′ всего на 3,9% меньше, чем на кривой 2 (см. значения ( )0
mε  

на кривых 2 и 2′ рис.4б при 0,25t ≈  мс). Следовательно, для относительно 
толстых металлокомпозитных пластин термоупругопластический расчет можно 
проводить с использованием теории изгиба Амбарцумяна при уточненной 
аппроксимации температуры. 

На рис.4в изображены зависимости ( ) ( )0
m tε , полученные для относительно 

толстой стеклопластиковой пластины при max 7p =  МПа (см. (17)). Все кривые 
рассчитаны с учетом теплового воздействия при значении 7L =  в разложении 
температуры (7). (Расчеты, выполненные без учета теплового воздействия, 
приводят к зависимостям ( ) ( )0

m tε , которые визуально практически не отличаются 
от кривых на рис.4в, поэтому не изображены, чтобы его не загромождать.) 
Кривые 1 и 2 определены для конструкции с 2D-структурой армирования 
(см. рис.1а), а кривая 3 – для пластины с 4D-структурой (см. рис.1б). Кривые 1 и 3 
рассчитаны по уточненной теории изгиба, а кривая 2 – по теории Амбарцумяна. 
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в 

Рис.4. Зависимость от времени максимального значения интенсивности 
деформаций связующего в относительно тонкой (а) и толстой (б) 
металлокомпозитных пластинах и в относительно толстой 
стеклопластиковой конструкции при 2D- и 4D-структурах армирования (в). 

 
Сравнение кривых 1 и 2 на рис.4в показывает, что в случае относительно 

толстой стеклопластиковой пластины с плоско-перекрестной структурой 
армирования (в отличие от металлокомпозитной конструкции) использование 
теории Амбарцумяна приводит к завышению максимального значения ( ) ( )0

m tε   
на 18,2% по сравнению с расчетом, выполненным по уточненной теории изгиба 
(см. значения ( )0

mε  на кривых 1 и 2 при 0,3t ≈  мс). Сопоставление же кривых 1 и 3 
свидетельствует о том, что замена 2D-структуры армирования на 4D-структуру  
в относительно толстой стеклопластиковой пластине позволяет существенно 
(почти вдвое) уменьшить максимальное расчетное значение интенсивности 
деформаций связующего в термоупругопластическом случае. Дополнительные 
расчеты показали, что в случаях относительно тонких стеклопластиковых пластин 
(при max 4p =  МПа) и металлокомпозитных конструкций разной относительной 
толщины замена традиционной 2D-структуры армирования (см. рис.1а)  
на пространственную структуру 4D-армирования (см. рис.1б) является 
неэффективной, так как приводит к увеличению наибольших значений 
интенсивности деформаций компонентов композиции. 
 
 

ВЫВОДЫ 
 

Разработанная модель термоупругопластического деформирования гибких 
пластин с произвольными структурами армирования позволяет с разной степенью 
точности аппроксимировать температуру и тангенциальные перемещения точек 
таких конструкций по их толщине. 

Подтверждены результаты работы [26]: для адекватного расчета 
температурных полей в КМ-пластинах при их динамическом упругопластическом 
изгибном деформировании температуру в поперечном направлении необходимо 
аппроксимировать полиномом 7-го порядка, а не полиномом 2-го порядка, как это 
традиционно принято делать для тонкостенных элементов конструкций. Расчет 
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температурных полей вполне обоснованно можно проводить с использованием 
простейшей неклассической теории изгиба пластин – теории Амбарцумяна [2]. 
При использовании же уточненной теории изгиба максимальные расчетные 
значения температуры изменяются незначительно по сравнению со случаем 
использования теории Амбарцумяна, а именно: увеличиваются всего на 1,5оС  
(и менее) для стеклопластиковых конструкций и на 3оС (и менее) для 
металлокомпозитных пластин. 

Расчеты показали, что при динамическом нагружении КМ-пластин 
поперечной нагрузкой взрывного типа стеклопластиковые конструкции 
нагреваются не более, чем на 3…18оС, а металлокомпозитные – на 30…35оС. 
Поэтому для проведения адекватных динамических расчетов стеклопластиковых 
пластин, изгибно деформируемых нагрузкой, вызванной воздушной ударной 
волной, можно вполне обоснованно не учитывать влияние теплового воздействия, 
если отсутствуют дополнительные источники нагрева или охлаждения 
немеханического происхождения. Однако в металлокомпозитных конструкциях 
при таком нагружении учет теплового воздействия обязателен (хотя 
термочувствительность компонентов композиции при этом можно не принимать 
во внимание), иначе расчеты могут приводить к существенному искажению  
(на несколько десятков процентов) деформированного состояния компонентов 
композиции. Аналогично, термоупругопластический расчет, выполненный  
с использованием теории Амбарцумяна, также может приводить к существенному 
искажению (на десятки процентов) деформированного состояния компонентов 
композиции как в случае металлокомпозитных, так и в случае стеклопластиковых 
конструкций. Поэтому для проведения адекватных расчетов неизотермического 
упругопластического динамического поведения КМ-пластин следует 
рекомендовать использование уточненной теории изгиба (см. (1) и (2) при 7M = ) 
и уточненную аппроксимацию температуры по толщине таких конструкций  
(см. (7) при 7L = ). 

Как и в изотермическом случае [30], замена плоской ортогональной 
структуры армирования (рис.1а) на пространственную структуру армирования 
(рис.1б) при сохранении общего расхода волокон в относительно толстой 
стеклопластиковой пластине при ее термоупругопластическом деформировании 
позволяет уменьшить интенсивность деформаций связующего почти вдвое. 
Аналогичная замена структур армирования в относительно тонких 
стеклопластиковых, а также в относительно тонких и относительно толстых 
металлокомпозитных конструкциях является неэффективной, так как приводит  
к существенному увеличению максимальных значений интенсивности 
деформаций связующего материала. 
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АННОТАЦИЯ 
 

Деформационные свойства композитов (КМ) с волокнами из сплава с памятью 
формы (СПФ) и линейно упругим связующим существенно ограничены малыми 
деформациями связующего. Одним из способов преодоления этого недостатка является 
использование вязкоупругих связующих с ограниченной ползучестью и обратимыми  
с течением времени после разгрузки деформациями, величина которых сравнима  
с возвращаемыми при обратном фазовом превращении деформациями СПФ. Композиты 
с элементами из сплавов с памятью формы и вязкоупругим связующим демонстрируют 
реономное (т.е. зависящее от масштаба времени) поведение. Поэтому анализ влияния 
скорости изменения температуры волокон на функциональные свойства таких КМ 
является актуальной задачей. В статье описаны результаты решения этой задачи для 
однонаправленного КМ в рамках модели нелинейного деформирования СПФ при 
фазовых и структурных превращениях и модели стандартного линейного тела для 
вязкоупругого связующего. Особое внимание уделено исследованию влияния скорости 
изменения температуры и вязкоупругих свойств связующего на возможность 
осуществления в КМ замкнутого двойного эффекта памяти формы. Установлено, что при 
стремлении скорости изменения температуры волокон из СПФ к бесконечности 
поведение КМ с вязкоупругим связующим стремится к поведению такого же композита, 
но с упругим связующим в случае, если мгновенный модуль вязкоупругого связующего 
равен модулю Юнга упругого связующего. В то же время, при стремлении скорости 
изменения температуры к нулю поведение КМ с вязкоупругим связующим стремится  
к поведению КМ с упругим связующим, модуль Юнга которого равен длительному 
модулю вязкоупругого связующего. Предложен способ определения коэффициента 
наполнения, обеспечивающего осуществление замкнутого двойного эффекта памяти 
формы в КМ с вязкоупругим связующим по решению задачи для случая упругого 
связующего. 
 
Ключевые слова: композит; вязкоупругое связующее; волокна из сплава с памятью 
формы; замкнутый двойной эффект памяти формы 
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ABSTRACT 
 

The deformation properties of composites (CM) with shape memory alloy (SMA) fibers 
and a linearly elastic binder are significantly limited by small deformations of the binder. One 
of the ways to overcome this disadvantage is the use of viscoelastic binders with limited creep 
and deformations reversible after unloading over time, the magnitude of which is comparable  
to the deformations of SMA returned during the reverse phase transformation. CM with shape 
memory alloy elements and viscoelastic binder exhibit rheonomic (i.e. time-scale-dependent) 
behavior. Therefore, the analysis of the influence of the rate of temperature change of fibers  
on the functional properties of such CM is an urgent task. The article describes the results  
of solving such a problem for unidirectional CM in the framework of the model of nonlinear 
deformation of SMA during phase and structural transformations and the model of a standard 
linear body for a viscoelastic binder. Special attention is paid to the study of the influence of the 
rate of temperature change and the viscoelastic properties of the binder on the possibility  
of implementing a closed two way shape memory effect in CM. It is established that when the 
rate of temperature change of SMA fibers tends to infinity, the behavior of CM with  
a viscoelastic binder tends to the behavior of the same composite, but with an elastic binder  
if the instantaneous modulus of the viscoelastic binder is equal to the Young's module of the 
elastic binder. At the same time, when the rate of temperature change tends to zero, the behavior  
of KM with a viscoelastic binder tends to the behavior of KM with an elastic binder, the 
Young’s modulus of which is equal to the long-term modulus of the viscoelastic binder.  
A method is proposed for determining the filling coefficient that ensures the implementation  
of a closed two way shape memory effect in KM with a viscoelastic binder by solving the 
problem for the case of an elastic binder. 
 
Keywords: composite; viscoelastic binder; shape memory alloy fibers; closed two way shape 
memory effect 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Одной из разновидностей актуаторов (силовозбудителей, приводов) 
многоразового действия с активными элементами, выполненными из сплавов  
с памятью формы (СПФ) [1] являются композиты с элементами (частицами, 
волокнами, слоями) из СПФ. Общие проблемы создания и функционирования 
композитов с элементами из СПФ рассматривались в [2-4]. Проблемы, связанные 
с теоретическим моделированием поведения таких композитов, рассматривались  
в [5]. Результаты численного анализа и экспериментальных исследований 
поведения таких композитов изложены в [6]. Поведение композитных стержней, 
содержащих элементы из СПФ, рассматривали в [7,8]. Работающие на изгиб 
композитные структуры с элементами из СПФ рассматривались в [9-12]. 
Поведение композитных пластин с элементами из СПФ рассматривали 
в [13,14]. Двумерные композитные системы с элементами из СПФ рассмотрены  
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в [15], композиты с несимметричным армированием элементами из СПФ – в [16], 
гибридные композиты с элементами из СПФ – в [17]. Поведение композитов  
с пластичной металлической матрицей и волокнами из СПФ рассматривалось  
в [18], микромеханическая модель поведения композита с вязкой матрицей  
и наполнителем из СПФ предложена в [19]. 

Поведение композитов с волокнами из никелида титана, в которых 
происходят частичные фазовые переходы описано в [20]. Проблемы анализа 
устойчивости и послекритического поведения композитных стержней с элементами 
из СПФ теоретически исследовались в [7,8]. Послекритическое и аэроупругое 
поведение композитных пластин, армированных СПФ, рассматривалось в [14]. 

Важной особенностью актуаторов (силовозбудителей, приводов) 
многоразового действия, содержащих рабочие тела из СПФ и упругие тела 
смещения, является возможность осуществления в таких системах замкнутого 
двойного эффекта памяти формы [21-23]. Суть этого эффекта сводится к тому, что 
на этапе охлаждения рабочего тела из СПФ за счет накопления деформаций 
прямого термоупругого мартенситного превращения может генерироваться 
деформация, в точности равная заранее заданной рабочему телу и снимаемой  
на этапе его нагрева деформации. В композитах с элементами из СПФ 
осуществление замкнутого двойного эффекта памяти формы также возможно при 
определенном сочетании свойств СПФ, составляющего волокна и материала 
связующего, а также заданной элементам из СПФ начальной деформации. 

В [24] проведен теоретический анализ трехслойной пластины с внешними 
тонкими активными слоями из СПФ и внутренним упругим слоем. Рассмотрено 
также поведение однонаправленного композита с волокнами из СПФ  
и связующим, поведение которого предполагалось упругим. Поведение СПФ 
описывалось простейшей моделью линейного деформирования этого материала 
при фазовых превращениях [25], не учитывающей вообще возможность 
структурного механизма деформирования СПФ. В рамках такой простейшей 
постановки удалось получить в аналитическом виде условия осуществления  
в рассмотренном композите замкнутого двойного эффекта памяти формы. В [26] 
задача об однонаправленном композите с волокнами из СПФ решалась в рамках 
более совершенной модели нелинейного деформирования этих материалов при 
фазовых и структурных превращениях [27]. Поведение связующего по-прежнему 
предполагалось линейно упругим. Предложен численный метод определения 
условий осуществления в таком композите замкнутого двойного эффекта памяти 
формы. 

Предположение о линейно упругом поведении связующего накладывает 
серьезные ограничения на деформационные возможности рассматриваемого 
композита многократного действия. Дело в том, что волокна из никелида титана 
после надлежащей термомеханической обработки могут испытывать 
возвращаемые при нагреве и соответствующем обратном термоупругом 
мартенситном превращении деформации порядка 8%. Матрица 
однонаправленного композита должна испытывать такие же по порядку 
величины, возвращаемые при разгрузке деформации. Металлическая матрица  
не может испытывать линейно связанные с напряжениями возвращаемые  
при разгрузке деформации такой величины. Для эластомеров характерны 
нелинейные эффекты (например, эффект Маллинза). В полимерных связующих 
возвращаемые деформации такой величины допустимы, однако для полимеров 
характерно не упругое, а вязкоупругое поведение. 
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Первые результаты по учету влияния вязкоупругих свойств связующего  
на поведение композита с волокнами из СПФ получены в [28],  
где соответствующие задачи решались, как в несвязанной, так и в весьма сложной 
связанной постановках. Здесь под связанной постановкой понимается такая,  
в рамках которой учитывается влияние действующих в волокнах напряжений  
и накопленных в них фазово-структурных деформаций на характерные 
температуры термоупругих мартенситных фазовых переходов. Было установлено, 
что результаты решения задач в форме графиков зависимости искомых величин 
(деформации композита, напряжения в волокнах и матрице) от температуры  
в процессах нагрева и последующего охлаждения волокон мало различаются  
при решении задачи в связанной или несвязанной постановках. При решении 
задач в связанной постановке возникали определенные математические 
сложности (неустойчивость решения). Пусть для композита с упругим 
связующим параметры (коэффициент наполнения, заданная начальная 
деформация и параметры материала СПФ и связующего) подобраны так, чтобы 
осуществлялся замкнутый двойной эффект памяти формы. Согласно данным, 
полученным в [28], при переходе в этом композите к вязкоупругому связующему 
замкнутый двойной эффект памяти формы не осуществляется. Точнее добиться 
осуществления этого эффекта удается лишь при стремлении скорости изменения 
температуры к бесконечности. Следует отметить, что осуществить быстрый 
нагрев волокон композита, выполненных из СПФ типа никелида титана, 
достаточно просто, например, пропуская по волокнам ток достаточной 
интенсивности. В то же время, быстрое охлаждение волокон, находящихся внутри 
связующего, является достаточно сложной задачей. Подобрать параметры 
композита с вязкоупругим связующим так, чтобы осуществлялся замкнутый 
двойной эффект памяти формы для средних и малых скоростей охлаждения 
волокон из никелида титана в [28] не удалось. 

В данной работе в несвязанной постановке исследованы зависимости 
напряжений, возникающих в волокнах композита и деформаций этих волокон  
от скорости изменения их температуры. Проведено систематическое 
исследование условий, обеспечивающих выполнение замкнутого двойного 
эффекта памяти формы в однонаправленном композите с волокнами из СПФ  
и вязкоупругим связующим. Предложен алгоритм, позволяющий определить 
значения параметров композита и его компонент, обеспечивающие 
осуществление замкнутого двойного эффекта памяти формы в случае медленного 
охлаждения волокон в композите по результатам решения задач в предположении 
линейно-упругого поведения связующего. 
 
 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 

Исследуется поведение однонаправленного композита с вязкоупругим 
связующим, армированного волокнами из СПФ типа никелида титана [28]. Перед 
совмещением со связующем волокнам из СПФ задается начальная фазово-
структурная деформация растяжения 0ε . Считается, что процесс совмещения  
не приводит к возникновению в волокнах или связующем механических 
напряжений. Последующий нагрев волокон через интервал температур обратного 
термоупругого мартенситного превращения приводит за счет явления памяти 
формы к уменьшению их длины, продольному сжатию всего композита  
и возникновению растягивающих напряжений в волокнах и сжимающем 
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напряжении в связующем. Охлаждение волокон через интервал температур 
прямого термоупругого мартенситного превращения, следующее за их нагревом, 
приводит к накоплению в них деформации прямого превращения и уменьшении 
модуля напряжений, действующих в волокнах и в связующем. 

Основная проблема данной работы состоит в формулировке алгоритма 
подбора параметров системы, в частности коэффициента наполнения µ   
и деформации 0ε , с тем, чтобы при полном прямом превращении на этапе 
охлаждения волокон в них накапливалась деформация прямого превращения,  
в точности равная начальной деформации 0ε . В случае упругого поведения 
связующего в точке окончания прямого превращения напряжение в системе также 
будет равно нулю, т.е. полный цикл нагрева и охлаждения приведет  
к возвращению системы в начальное ненапряженное состояние. Неоднократное 
повторение таких температурных циклов в условиях стабильного поведения СПФ 
приводит к повторению процессов изменения напряженно-деформированного 
состояния, наблюдавшихся в первом цикле нагрева и охлаждения. Этот эффект 
квалифицируется как явление многократно обратимой памяти формы  
(в англоязычной научной литературе используется название «two way shape 
memory effect» [29,30]. 

Исследование этого эффекта в случае вязкоупругого связующего осложняется 
тем обстоятельством, что в момент достижения деформацией связующего нулевого 
значения в точке окончания процесса прямого превращения, напряжение  
в вязкоупругом связующем может быть отлично от нуля. Напряжение в связующем 
будет приближаться к нулю при выдержке после завершения процесса прямого 
превращения в волокнах, наличие которой предполагается. 

Для описания поведения вязкоупругого связующего в данной работе, также, 
как и в [28], используется простейшая модель стандартного линейного тела 
[31,32] с единственным значением времени релаксации 

( ) .m m m m mE k k A
• • ε + ε = σ + + σ 

 
       (1.1) 

Здесь , ,m m mE σ ε  – мгновенный модуль, продольные напряжение и полная 
деформация связующего; k  и A  – параметры вязкоупругой модели, через которые 
длительный модуль E∞  выражается по формуле 

.
m

E k
E k A
∞ =

+
          (1.2) 

Для описания поведения волокон из СПФ используется модель нелинейного 
деформирования этих материалов при фазовых и структурных превращениях [27]. 
Одномерный вариант определяющих соотношений этой модели, 
ориентированный на решение несвязанных задач о деформировании элементов из 
СПФ, сводится к уравнениям 

,e phstε = ε + ε           (1.3) 
( ) ( )1

1 2 2 ,
phst

phst
D D st

C
d dq q d

C q
ϕ σ + ε

′ε = ρ +ρ ϕ σ σ
+

    (1.4) 

( )2 2 ,
phst

phst
D std dq q d

q
ε ′ε = +ρ ϕ σ σ        (1.5) 
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0.5 1 cos , 0.5 1 cos ,fs

s f f s

A TM Tq q
M M A A

      −−
= − π = − π            − −      

  (1.6) 

1 .e

M A

q q
E E

 −
ε = + σ 

 
         (1.7) 

В (1.3)-(1.7) , ,e phstε ε ε  – полная, упругая и фазово-структурная деформация, 
температурной компонентой деформации в силу ее малости пренебрегается,  
σ  – напряжения, q  – объемная доля мартенситной фазы, stq q= , если происходит 
структурное превращение, 0stq = , если структурное превращение не имеет места. 
Условия осуществления структурного перехода и соответствующего процесса 
деформирования сформулированы в работах [33-34]. Соотношение (1.4) 
соответствует прямому, а соотношение (1.5) – обратному фазовому превращению. 
Первое и второе соотношения (1.6) определяют изменение объемной доли 
мартенситной фазы q  для прямого и для обратного фазового превращения 
соответственно. Здесь ,, , ,s f s fM M A AT  – температура волокон и характерные 
температуры термоупругих мартенситных превращений в СПФ, из которых 
выполнены волокна композита, символ M  обозначает прямое, а символ A  – 
обратное превращение, нижний индекс s  соответствует началу, а нижний индекс 
f  – окончанию соответствующего фазового перехода. Соотношение (1.7) 

определяет упругую составляющую деформации СПФ с учетом переменности 
значений модуля Юнга при фазовом переходе, причем ,M AE E  – значения модуля 
Юнга СПФ в мартенситном и аустенитном состоянии. Анализ проводится для 
следующих значений постоянных материала и материальных функций СПФ, 
характерных для никелида титана [35] 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 о 0 о 0 о 0 о

1 2 10
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s f s f A

M D D

x

M M A A E
E C

a

x t dt x xα

= = = = =

= ρ = ρ = = σ =

σ = = ϕ σ = Φ σ σ ϕ σ = Φ σ σ

Φ = − Φ = − −
π ∫

 

Помимо определяющих соотношений для связующего (1.1) и волокон (1.3)-
(1.7) в разрешающую систему уравнений задачи должны входить уравнения 
равновесия и соотношения совместного деформирования волокон и связующего. 
Для описания поведения композита в продольном направлении используется 
гипотеза осреднения по Фойгхту. Уравнение равновесия при условии отсутствия 
внешней нагрузки имеют вид 

( )1 0,f mµσ + −µ σ =          (1.8) 
а условие совместного деформирования волокон и связующего сводится к 

1 .f phst
m

fE
σ

+ ε = ε           (1.9) 

Здесь fσ  – напряжение в волокнах, 1
phstε – фазово-структурная деформация, 

волокон, отсчитываемая от состояния с начальной деформацией: 1 0
phst phstε = ε − ε . 
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2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФОРМУЛИРОВКА НЕСВЯЗАННОЙ 
ЗАДАЧИ 

 
Заменяя в соотношениях (1.4), (1.5) знаки дифференциалов на знаки 

производных по времени, исключая из соотношений (1.1), (1.3)-(1.5) величины 
, ,m m qσ ε  с помощью (1.6), (1.8), (1.9) можно получить следующая систему двух, 

а не трех, как в случае связанной задачи [28], нелинейных обыкновенных 
дифференциальных уравнений относительно неизвестных функций времени – 
напряжения в волокнах fσ  и фазово-структурной составляющей деформации 

волокон phstε  

,f
N T R
H

±• •

σ = −           (2.1) 

.phst N B HD T BR
H

± ±• •−
ε = −         (2.2) 

В системе (2.1), (2.2) введены следующие обозначения 

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( )

00

0 0 0 0

0 00 0

1

2 2

0.5 1 cos , , ,

, sin , sin ,
2( )2

1 1, ,
1

, , ,

fs

s f f s

f ss f

phstm
f m

m

m D st f f
A M

A TM Tq
M M A A

q F T F q F
A AM M

k A E k E k
E q

R H E B
H E q

EN E GF B q D F G
E E

± + −

• •
± + + − −

± ± ± ± ± ±

−−
= − πδ δ = δ =

− −

π π
= = − πδ = − πδ

−−

 µ +
+ σ + ε −µ  µ = = + +  −µ  

 ∆′= = ρ ϕ σ = ω = σ +ω

( )( ) ( ) ( )1 1

,

1 , .phst phst
D fqf q f q q+ −


 
 

′ ′ω = ρ − ϕ σ + ε ω = ε

 

В приведенных выше соотношениях верхний индекс минус соответствует 
процессам нагрева волокон из СПФ через интервал температур обратного 
термоупругого мартенситного превращения, верхний индекс плюс – процессам 
последующего охлаждения волокон через интервал температур прямого 
термоупругого мартенситного превращения; точка сверху обозначает 
производную по времени. В данной работе рассматриваются процессы изменения 

температуры волокон из СПФ с постоянной скоростью T
•

= θ , измеряемой  
в o C/мин.  
 
 

3. ВЛИЯНИЕ СКОРОСТИ ИЗМЕНЕНИЯ ТЕМПЕРАТУРЫ  
НА НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ  

ВОЛОКОН ИЗ СПФ 
 

Данный раздел посвящен исследованию влияния скорости изменения 
температуры волокон из СПФ, одинаковой для охлаждения и нагрева  
на напряжения и фазово-структурные деформации этих волокон. Мгновенный 
модуль связующего во всех описанных ниже расчетах принят равным 
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2500 МПаmE =           (3.1) 
(Дефлон, [36]), а начальная деформация волокон считается равной 0 0.04ε = .  
В соответствии с работами [33-34] значение напряжения sσ , начиная с которого  
в волокнах из СПФ, обладающих начальной фазово-структурной деформацией 0ε  
происходит структурный переход, определяется по формуле 

1

20
0

ln 164 МПа.D
s

D

α
  ρ

σ = σ =  ρ − ε  
 

В данном разделе анализ проводится для фиксированных значений 
вязкоупругих постоянных связующего 

1 11.68 мин , 0.32 минA k− −= =        (3.2) 
определенных по кривой релаксации напряжений в [37] и соответствующих 
весьма низкому значению длительного модуля (1.2): 0.16mE E∞ = . Значение 
коэффициента наполнения в данном разделе принимается равным 0.251µ = ,  
что обеспечивает для 0 0.04ε =  осуществление замкнутого двойного эффекта 
памяти формы в композите с упругим связующим [26]. 

Установлено, что при уменьшении скорости нагрева на 3 порядка графики 
зависимости фазово-структурной деформации волокон от температуры меняются 
мало, причем только в той части процесса, в которой, наряду с фазовым 
переходом в волокнах из СПФ происходит еще и структурный. В то же время для 
процесса охлаждения графики зависимость фазово-структурной деформации при 
изменении скорости уменьшения температуры меняются весьма существенно,  
см. рис.1a. Линия 1 соответствует упругому решению, линия 2 – скорости 
изменения температуры 100θ = , линия 3 – 50θ = , линия 4 – 25θ = , линия 5 – 

10θ = , линия 6 – 5θ = , линия 7 – 1θ = , линия 8 – 0.1θ = . 
Согласно рис.1a при уменьшении θ  от ∞  до 5θ =  деформация, накопленная 

при полном прямом превращении, уменьшается. При меньших скоростях 
изменения температуры наблюдается обратная тенденция – с уменьшением 5θ <  
возвращаемая деформация возрастает! 
 

       
а б 

Рис.1. 
 

Деформация, накапливаемая в СПФ при прямом превращении, 
происходящем под действием напряжения, монотонно возрастает с ростом этого 
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напряжения, поэтому понять причину немонотонной зависимости накапливаемой 
при прямом превращении в волокнах деформации от θ  можно, рассмотрев 
зависимость напряжений, действующих в волокнах от температуры в процессе 
нагрева и охлаждения этих волокон. На рис.1б для тех же значений параметров 
материала, того же значения коэффициента наполнения и интервала значений 
скорости изменения температуры θ , в котором деформация полного прямого 
превращения немонотонно зависит от θ , приведены графики зависимости 
напряжений в волокнах fσ  от температуры для нагрева (правые кривые)  
и последующего охлаждения (левые кривые) волокон. Линии 1 соответствуют 
скорости и изменения температуры 25,θ =  линии 2 – 10,θ =  линии 3 – 5,θ =  
линии 4 – 1,θ =  линии 5 – 0.1.θ =  

Согласно графикам рис.1б, значение fσ  в конечной точке процесса нагрева 
и равные им значения fσ  в начальной точке процесса охлаждения монотонно 
уменьшаются с уменьшением скорости изменения температуры. Однако,  
в процессе охлаждения этот порядок не сохраняется! Так, при температуре 

о40 CsM =  fσ  при 1θ =  (линия 4) больше, чем та же величина при 0.1θ =   
(линия 5), однако для большей части интервала температур охлаждения 
неравенство меняется на противоположное, и fσ  для меньшей скорости 
охлаждения превосходит fσ , соответствующее большей скорости охлаждения. 
Именно поэтому возвращаемая деформация для скорости 0.1θ =  превосходит 
возвращаемую деформацию для скорости 1θ = . Для 5θ =  величина fσ  при 

температуре о40 CsM =  существенно выше, чем для обеих рассмотренных выше 
скоростей. Однако, с понижением температуры величина fσ  для 5θ =  резко 
падает и становится ниже той же величины для 0.1θ =  и 1θ =  на большей части 
интервала температур прямого превращения. В результате оказывается, что для 

5θ =  возвращаемая деформация меньше, чем для обеих меньших скоростей 
изменения температуры 0.1θ =  и 1θ = . Аналогичная ситуация наблюдается для 
еще более высокой скорости нагрева 10θ = . 
 

      
а б 

Рис.2. 
 

На рис.2a приведен график зависимости от ( )lg θ  величин ph
fε  в момент 

окончания прямого превращения. Как видно из рисунка, для величины phε  
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имеется два асимпотических значения, меньшее для 0θ→  и большее, равное 0ε  
для θ→ +∞ . Однако, меньшее из этих двух асимптотических значений phε  вовсе 
не является наименьшим на всем интервале ( )0,θ∈ +∞ . При росте θ  от нуля 

величина phε  сначала монотонно убывает, достигает при некотором 
промежуточном значении 1θ = θ  наименьшего значения, после чего монотонно 
возрастает. 

На рис.2б приведен, полученный для тех же значений всех параметров 
график зависимости напряжения fσ  в волокнах из СПФ в момент начала 

процесса прямого превращения от ( )lg θ . Следует отметить, что это значение 
напряжений в волокнах для небольших скоростей нагрева не является 
максимальным для всего процесса обратного превращения, см. рис.1б. Как видно 
величина fσ  также имеет два асимптотических значения, малое для 0θ→   
и большое для θ→ +∞ . Однако, в отличие от фазовой деформации, величина fσ  

на всем интервале ( )0,θ∈ +∞  монотонно возрастает. 
 
 

4. ЗАВИСИМОСТЬ ЗАМКНУТОСТИ ДЕФОРМАЦИОННОЙ ПЕТЛИ  
ОТ ЗНАЧЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТА НАПОЛНЕНИЯ  

ПРИ ФИКСИРОВАННОЙ СКОРОСТИ НАГРЕВА И ОХЛАЖДЕНИЯ 
 

В данном разделе исследована возможность подбора значения 
коэффициента наполнения, при котором для случая фиксированной скорости 
изменения температуры 50θ =  возможно осуществление замкнутого двойного 
эффекта памяти формы. Анализ проведен для тех же, что и ранее значений 
параметров вязкоупругого связующего (3.1), (3.2). На рис.3a приведены графики 
зависимости фазовой деформации волокон композита при их нагреве (правые 
кривые) и охлаждении (левые кривые) для следующих значений коэффициента 
наполнения: кривая №4 – 0.05µ = , №3 – 0.03µ = , №2 – 0.01µ = , №1 – 0.004.µ =  
Согласно рис.3a, с уменьшением коэффициента наполнения возвращаемая 
деформация при охлаждении растет, однако достаточно медленно. Полный 
возврат заданной начальной деформации волокон 0 0.04ε =  достигается лишь при 
весьма малом значении коэффициента наполнения 0.004.µ =  
 

      
а б 

Рис.3. 
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На рис.3б приведены графики зависимости напряжения в волокнах fσ   
от температуры при нагреве (правая кривая) и охлаждении (левая кривая) именно 
для такого значения коэффициента наполнения. Согласно этим графикам, 
максимальные напряжения в волокнах при таком низком коэффициенте 
наполнения чрезвычайно велики (почти достигают величины 3000 МПа),  
что не допустимо для СПФ типа никелида титана. Следовательно, получить 
замкнутый эффект для связующего с такими параметрами невозможно. 
Необходимо использовать более жесткое связующее, менее подверженное 
реономным эффектам, т.е. с большими значениями k/A. 
 
 

5. СЛУЧАЙ ОТЛИЧИЯ СКОРОСТЕЙ НАГРЕВА И ОХЛАЖДЕНИЯ 
 

Обычно охлаждение волокон композита происходит существенно 
медленнее, чем их нагрев. Поэтому важно получить деформационные петли при 
различных скоростях нагрева и охлаждения. Рис.4 получен для тех же, что и ранее 
значений параметров и функций связующего (3.1), (3.2) и коэффициента 
наполнения 0.251µ = . Скорость нагрева обозначается как θ , скорость 
охлаждения как 1θ . При высоких равных скоростях нагрева и охлаждения 

1 1000θ = θ =  наблюдается почти полный возврат деформаций при охлаждении 
(кривая 1). Линии 2,3,4,5 соответствуют одной и той же высокой скорости нагрева 

1000θ = , но уменьшающимися значениями скорости охлаждения 1 100θ =  для 
кривой 2, 1 10θ =  для кривой 3, 1 5θ =  для кривой 4 и 1 1θ =  для кривой 5. Если 
скорость нагрева остается высокой, а скорость охлаждения снижается, степень 
замкнутости петли снижается, и при 1 1θ =  возвращаемая деформация близка  
к минимальному значению (чуть больше 0.015). Дальнейшее снижение скорости 
охлаждения при фиксированной высокой скорости нагрева ведет к небольшому 
монотонному росту возвращаемой деформации (на рис.4 не показано). 
 

 
Рис.4. 

 

Если снизить в 1000 раз и скорость нагрева, т.е. для случая 1 1θ = θ = , 
возвращаемая деформация почти не меняется (линия 6, почти сливающаяся  
в масштабе рис.4 с линией 5). Отсюда следует, что в случае, если скорость 
охлаждения меньше или равна скорости нагрева, величина скорости нагрева 
практически не влияет на степень замкнутости деформационной петли. Скорость 
нагрева в этом случае увеличивать бессмысленно. Если скорость нагрева оставить 
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малой 1θ = , а скорость охлаждения увеличить в 1000 раз: 1 1000θ =  (кривая 7),  
то степень замкнутости не растет, а наоборот, уменьшается более чем в 2 раза  
по сравнению со случаем 1 1θ = θ = . Т.е., при фиксированной малой скорости 
нагрева, гипотетическое увеличение в 1000 скорости охлаждения приводит  
не к росту, а к уменьшению более чем в два раза накапливаемой деформации 
прямого превращения, т.е. к уменьшению замкнутости петли.  
 
 

6. ВЛИЯНИЕ ОТНОШЕНИЯ ДЛИТЕЛЬНОГО МОДУЛЯ СВЯЗУЮЩЕГО  
К МГНОВЕННОМУ НА СТЕПЕНЬ ЗАМКНУТОСТИ 

ДЕФОРМАЦИОННЫХ ПЕТЕЛЬ 
 

На рис.5 приведены графики зависимости от температуры фазовой 
деформации, накапливаемой в волокнах композита при их охлаждении через 
интервал температур ( ),s fM M  после нагрева через интервал температур ( ),s fA A  
для 50, 0.351, 1.68Aθ = µ = = . Кривые снизу вверх построены для значений 
отношения 0.19, 0.5,1, 3, 5, 9k A = , что соответствует значениям отношения 
длительного модуля и мгновенного 0.16, 0.33, 0.5, 0.75, 0.83, 0.9mE E∞ = . 
 

 
Рис.5. 

 

Как видно, с ростом значения mE E∞  величины фазовых деформаций для 
каждого значения T , в том числе и для последней точки графика охлаждения 
волокон монотонно растут, приближаясь для fT M=  при 1mE E∞ →  к значению 

0ε , т.е. к полностью замкнутой петле. Следовательно, для того, чтобы добиться 
осуществления замкнутого двойного эффекта памяти формы, следует выбирать 
связующее с высоким значением отношения k A , или, что то же, с близким  
к единице значением отношения mE E∞ . Тем не менее, при фиксированном 
значении коэффициента наполнения, которое обеспечивает осуществление 
замкнутого двойного эффекта памяти формы в случае упругого связующего, 
добиться осуществления этого эффекта даже при 0.9mE E∞ =  не удается. 
Замкнутой петля получается лишь в пределе при 1mE E∞ → . Следовательно, 
наряду с повышением отношения mE E∞  необходимо уменьшать величину 
коэффициента наполнения µ , т.е. для заданного значения mE E∞  подбирать 
величину µ , при которой деформационная петля получится замкнутой. 
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7. ПОДБОР ЗНАЧЕНИЙ КОЭФФИЦИЕНТА НАПОЛНЕНИЯ 
ОБЕСПЕЧИВАЮЩЕГО ЗАМКНУТОСТЬ ЭФФЕКТА ДЛЯ КОНКРЕТНЫХ 

ЗНАЧЕНИЙ mE E∞  И θ  
 

В данном пункте приведены результаты подбора значений коэффициента 
наполнения, обеспечивающих для заданного значения скорости изменения 
температуры и фиксированного значения отношения k A  осуществления 
замкнутого двойного эффекта памяти формы. Все решения, получены  
для 0 0.04, 48ε = θ = . В разделе 4 установлено, что для малых значений 
отношения параметров связующего 0.19k A =  подобрать приемлемое значение 
коэффициента наполнения не удается (значение µ  получается слишком низким,  
а напряжения в волокнах – недопустимо высокими (рис.3б)). Здесь,  
в соответствие с рекомендациями предыдущего разделу, будут рассмотрены более 
высокие значения k A . 

На рис.6 рассмотрен случай 1k A = , т.е. 0.5mE E∞ = . При изменении 
коэффициента наполнения существенно меняются графики зависимости phε   
от температуры, как при охлаждении, так и при нагреве (последние в области 
структурного превращения). Поэтому на рис.6а приведены, как графики, 
соответствующие нагреву (справа), так и графики, соответствующие 
последующему охлаждению (слева). Кривые снизу вверх соответствуют 
значениям коэффициента наполнения. 0.251, 0.2, 0.15, 0.1, 0.05, 0.01, 0.0064µ = . 
Последнее значение обеспечивает с достаточной точностью осуществление 
замкнутого эффекта памяти формы. Однако это значение коэффициента 
наполнения чрезвычайно мало. При таком значении µ  напряжения в волокнах 
принимают недопустимо высокие значения. Этот факт иллюстрируется на рис.6б, 
где приведены графики зависимости напряжения в волокнах от температуры при 
нагреве (правая кривая) и охлаждении (левая кривая) волокон для найденного 
значения коэффициента наполнения 0.0064µ = . Как видно, напряжения  
в волокнах и для случая 0.5mE E∞ =  получились недопустимо велики 
(превосходят 2500 МПа). Следовательно, необходимо дальнейшее повышение 
отношения mE E∞ . 
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Рис.6. 
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На рис.7 приведены результаты аналогичных расчетов, но уже для 4k A = , 
т.е. 0.8 mE E∞ =  (остальные параметры имеют такие же значения, как на рис.6).  
На рис.7а изображены графики зависимости деформации волокон из СПФ для 
процессов их нагрева (справа) и последующего охлаждения (слева), причем 
кривые снизу вверх соответствуют значениям коэффициента наполнения µ  
равным 0.251, 0.2, 0.18, 0.15, 0.135. Последнее значение с хорошей точностью 
обеспечивает осуществление замкнутого двойного эффекта памяти формы. 

На рис.7б изображены графики зависимости напряжений в волокнах fσ   
от температуры при нагреве волокон (справа) и при их последующем охлаждении 
(слева). Кривые 1 соответствуют значению коэффициента наполнения 0.251µ = , 
обеспечивающему осуществление замкнутого двойного эффекта памяти формы  
в случае упругого связующего, кривые 2 значению 0.135µ = , обеспечивающего 
осуществление того же эффекта в случае вязкоупругого связующего, для которого 

mE.E 80=∞ . Для такого значения отношения длительного модуля связующего  
к мгновенному максимальные значения напряжения в волокнах существенно 
уменьшились и достигли значений, не превышающих 500 МПа. 
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Рис.7. 
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Рис.8. 
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Чтобы еще снизить максимальные значения напряжений в случае 
выполнения условий осуществления замкнутого эффекта памяти формы, следует 
взять связующее с еще большим значением отношения ( )0.9 9mE E k A∞ = = . 
Графики зависимости деформаций от температуры для этого случая приведены  
на рис.8a для нагрева (справа) и для охлаждения (слева). Линии 1 соответствуют 

0.251µ = , линии 2 – 0.214µ = , причем последнее значение обеспечивает 
осуществление замкнутого эффекта памяти формы. На рис.8б приведены графики 
изменения в тех же процессах напряжений в волокнах из СПФ. Линии 1 
соответствуют 0.351µ = , линии 2 – найденному значению 0.214µ = . Как видно, 
максимальные значения напряжений еще уменьшились до приемлемых для 
никелида титана значений, немного превышающих 300 МПа. 
 
 

8. СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РЕШЕНИЯ УПРУГОЙ ЗАДАЧИ  
ДЛЯ ДЛИТЕЛЬНОГО МОДУЛЯ И ВЯЗКОУПРУГОЙ ЗАДАЧИ  
ДЛЯ МГНОВЕННОГО МОДУЛЯ ПРИ МАЛЫХ СКОРОСТЯХ 

ИЗМЕНЕНИЯ ТЕМПЕРАТУРЫ 
 

Из-за определенных вычислительных трудностей, встречающихся при 
решении системы дифференциальных уравнений, описывающих поведение 
композита с волокнами из СПФ и вязкоупругим связующем, возникает вопрос  
о правомерности приближенной оценки таких решений с помощью анализа 
аналогичных задач, но в предположении об упругом поведении связующего, для 
модуля Юнга матрицы, равного длительному модулю связующего. Ниже 
приведены сравнения двух пар таких решений, для двух вариантов параметров 
вязкоупругой модели: Ak = , mE.E 50=∞  и Ak 4= , mE.E 80=∞  ( 681.A = ). 
Сравнивались между собой графики зависимости фазово-структурной 
деформации волокон при их охлаждении, полученные для 2510.=µ  в следующих 
условиях: 

1. Упругая задача для связующего при 2500=mE . 
2. Упругая задача для связующего при ∞= EEm . 
3. Задача с вязкоупругим поведением связующего и 2500=mE  для 

скоростей изменения температуры, равных 100, 30, и т.д. до весьма 
малых скоростей порядка 3-0.1. 

На рис.9а соответствующие графики изображены для случая Ak = , 
mE.E 50=∞ . Согласно рисунку, решение в предположении упругого поведения 

связующего при значении 2500=mE МПа (линия 1), для которого и найдено 
значение 2510.=µ , действительно обеспечивает наличие этого эффекта. Переход 
от мгновенного модуля связующего к длительному модулю 1250== ∞EE МПа 
приводит к уменьшению возвращаемой при прямом превращении деформации и 
незамкнутости деформационной петли (толстая линия 6). Решение задачи для 
вязкоупругого поведения связующего со значением модуля 2500=mE  и скорости 
изменения температуры 100=θ  (линия 2) дает величину возвращаемой 
деформации, меньшей, чем для упругого решения с 2500=mE , но несколько 
большей, чем для упругого решения с ∞= EEm . Уменьшение скорости θ  до 30 
дает еще меньшее значение возвращаемой деформации (линия 3). Для 5=θ  
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(линия 4) и 1=θ  (линия 5) значение возвращаемой деформации несколько 
увеличивается, приближаясь к величине, соответствующей линии 6. Линия, 
соответствующая 10.=θ , 1250== ∞EE  практически неразличима с линией 6,  
т.е. соответствующей упругому поведению связующего, обладающего модулем, 
равным длительному.  

Совершенно аналогичная картина получается для вязкоупругого 
связующего с параметрами Ak 4= , mE.E 80=∞ . На рис.9б изображены часть 
графиков зависимости фазовой деформации волокон от температуры при 
охлаждении волокон, примыкающих к температуре fM  и деформации 0400 .=ε . 
Здесь упругое решение с ∞= EE  (толстая линия 4) лежит ниже упругого решения 
получаемого с использованием мгновенного модуля связующего (толстая линия 
1), которое демонстрирует замкнутый эффект памяти формы. Решение для 
вязкоупругого связующего с модулем Юнга, равным мгновенному модулю 
связующего для 100=θ  (линия 2) дает еще больший невозврат. Дальнейшее 
снижение скорости изменения температуры приводит к уменьшению невозврата 
( 30=θ , линия 3) и 3=θ  (график практически не различим с линией 4, 
соответствующей упругому решению с ∞= EEm ). 
 

      
а б 

Рис.9. 
 

Таким образом, зависимость фазово-структурной деформации волокон  
от температуры в КМ с вязкоупругим связующим и волокнами из СПФ при 
весьма малых скоростях изменения температуры можно получить из решения 
соответствующей задачи в предположении об упругом поведении связующего, 
при условии, что его модуль равен длительному модуля вязкоупругого 
связующего. 
 
 

9. ПОДБОР ЗНАЧЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТА НАПОЛНЕНИЯ, 
ОБЕСПЕЧИВАЮЩЕГО ЗАМКНУТОСТЬ ДВОЙНОГО ЭФФЕКТА 

ПАМЯТИ ФОРМЫ ПРИ ВЯЗКОУПРУГОМ СВЯЗУЮЩЕМ 
 

Полученные в предшествующем пункте результаты свидетельствуют  
о возможности определения коэффициента наполнения для КМ с вязкоупругим 
связующим, обеспечивающего замкнутый двойной эффект памяти формы при 
весьма медленном изменении температуры по данным решения для композита  
с упругим связующим по следующему алгоритму. Искомое значение 
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коэффициента наполнения должно обеспечивать замкнутый эффект памяти 
формы для КМ с упругим связующим, модуль Юнга которого равен длительному 
модуля вязкоупругого связующего. Ниже этот алгоритм проверен для КМ  
с вязкоупругим связующим, у которого Ak 4= , т.е. 200080 ==∞ mE.E МПа 
( 2500=mE МПа). Расчеты проведены для 681.A = . 

Процесс определения соответствующего значения коэффициента 
наполнения по решению упругих задач изображен на рис.10a, где приведены 
части графиков зависимости фазовой деформации волокон при их охлаждении, 
расположенные вблизи оси деформаций в районе значения 0400 .ph =ε≈ε . 
Согласно этому рис., для упругого решения при модуле связующего, равного 
длительному модулю 200080 ==∞ mE.E  МПа и коэффициенту наполнения 

2510.=µ , обеспечивающему замкнутый эффект при 2500=mE МПа, 
наблюдается существенный невозврат деформации (линия 1). Уменьшение 
коэффициента наполнения до значения 20.=µ  приводит к сверхвозврату (линия 
2). Последовательный рост коэффициента наполнения в третьем знаке приводит к 
монотонному уменьшению возвращаемой деформации – линия 3, 
соответствующая 2050.=µ  и толстая линия 4 соответствующая требуемому 
значению 0400 .ph =ε=ε  при 2090.=µ . Это значение и является прогнозом 
оптимального коэффициента наполнения для вязкоупругого связующего. 

На рис.10б демонстрируется адекватность полученной оценки. Там 
приведены графики, соответствующие композиту с вязкоупругим связующим, 
найденным значением коэффициента наполнения 2090.=µ  и различными 
скоростями изменения температуры, равными для кривых снизу верх вдоль оси 
деформаций θ 50, 200,10,1= . Последняя (толстая) линия соответствует также 

10.=θ  и соответствует осуществлению замкнутого двойного эффекта памяти 
формы в случае вязкоупругого связующего при найденном из упругого решения 
значении коэффициента наполнения и достаточно малой скорости изменения 
температуры. 
 

      
а б 

Рис.10. 
 

Здесь опять проявляется обсужденная и объясненная ранее немонотонная 
зависимость величины возвращаемой деформации для КМ с вязкоупругим 
связующим от скорости изменения температуры. При уменьшении этой скорости 
от достаточно большой величины 200=θ  до 50=θ  степень возврата 
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уменьшается. Однако, дальнейшее уменьшение θ  до значений 10, и 1 приводит  
к росту возвращаемой деформации. Таким образом, минимальное значение 
возвращаемой деформации вовсе не соответствует наименьшей скорости 
изменения температуры. Найденное значение коэффициента наполнения, 
обеспечивающее осуществление замкнутого эффекта памяти формы при 
стремящейся к нулю скорости охлаждения, вовсе не обеспечивает замкнутость 
эффекта при всех скоростях охлаждения. 

При реальном использовании рассматриваемого здесь композита процесс 
нагрева волокон может происходить достаточно быстро, а процесс их охлаждения 
– весьма медленно. В связи с этим возникает вопрос о том, будет ли найденное  
по упругому решению значение 2090.=µ  обеспечивать существование 
замкнутого двойного эффекта памяти формы для композита с вязкоупругим 
связующим в случае быстрого нагрева и последующего весьма медленного 
охлаждения. Для ответа на этот вопрос было проведено решение 
соответствующей задачи для вязкоупругого связующего, при 2090.=µ   
и скорости нагрева 500=θ  при скорости охлаждения 101 .=θ . Результаты, 
изображенные на рис.11, свидетельствуют о том, что и в этом процессе 
замкнутый двойной эффект памяти формы имеет место. Более того, графики всех 
решений, соответствующих скоростям нагрева 500 0.1≥ θ ≥  и скорости 
охлаждения 101 .=θ  не отличимы от кривых, изображенных на рис.11. 
 

 
 

Рис.11. 
 
 

10. ВЛИЯНИЕ НА ПРОЦЕСС ДЕФОРМИРОВАНИЯ КОМПОЗИТА 
ВЕЛИЧИНЫ ПАРАМЕТРОВ МОДЕЛИ ВЯЗКОУПРУГОГО 

СВЯЗУЮЩЕГО A И K ПРИ ФИКСИРОВАННОМ СООТНОШЕНИИ 
МЕЖДУ НИМИ 

 
В [28] было установлено, что графики зависимости напряжений в волокнах 

КМ от температуры при их нагреве и охлаждении, происходящих при малой 
скорости изменения температуры 1 30θ =  зависят от отношения k A ,  
но не зависят при фиксированном значении этого отношения от самих величин A  
и k . Распространяется ли это положение на другие скорости изменения 
температуры и на зависимость деформации волокон от температуры, не было 
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установлено. В данном пункте проведена такая проверка путем решения 
несвязанной задачи при фиксированном значении 1k A =  и различных величинах 

Ak = . Результаты для деформаций при достаточно высокой скорости изменения 
температуры 100=θ  приведены на рис.12a, где линия 1 соответствует 

1 1.68A A= = , линия 2 – 12A A= , линия 3 – 13A A= , линия 4 – 14A A= , линия 5 – 

120A A= . Приведены лишь данные для этапа охлаждения волокон, поскольку для 
этапа нагрева заметных изменений при увеличении A  в 20 раз  
не обнаружено. Согласно рис.12a для этапа охлаждения волокон зависимость 
графиков от величины A  заметна и, более того, является немонотонной. При 
возрастании A  до 4-х раз возвращаемая деформация убывает. Дальнейший рост 
A  вплоть до 20-кратной величины приводит к росту возвращаемой деформации, 
хотя ее значение даже при 20-кратном увеличении A  не достигает величины, 
достигаемой при однократном значении 1A A= . 

На рис.12б для той же самой задачи приведены графики зависимости 
напряжений в волокнах от температуре при нагреве и охлаждении волокон со 
скоростью 100=θ  при 2510.=µ  и тех же значениях Ak = . Согласно рис.12б 
графики зависимости fσ  от T  при фиксированном отношении 1A k =   
и изменении самих величин A  и k  изменяются. С ростом величины kA =  
максимальное значение fσ , достигаемое в конце процесса нагрева уменьшается,  
а значение напряжения, соответствующее концу процесса охлаждения, 
увеличивается. 
 

      
а б 

Рис.12. 
 

Однако для очень малых значений скорости изменения температуры при 
constA/k =  графики зависимости напряжений и фазово-структурных 

деформаций волокон не зависят от самих величин A  или k . Этот факт 
иллюстрируется на рис.13a,б, где приведены графики зависимости напряжений  
в волокнах (рис.13a) и фазово-структурных деформаций в волокнах (рис.13б)  
от температуры при нагреве и охлаждении для малой скорости изменения 
температуры 1 30θ = , и 1.68, 3.36, 5.04, 6.72,13.44, 33.6k A= = . Результаты 
получены для 2510.=µ . Как видно для значений kA =  различающихся в 20 раз 
графики соответствующих зависимостей не различаются. Связано такое 
поведение с тем, что при малых скоростях изменения температуры механическое 
поведение композита полностью определяется, помимо прочих материальных 
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постоянных величиной длительного модуля связующего, отношение которого  
к мгновенному модулю однозначно определяется величиной k A , и при условии 
постоянства этого отношения не меняется при изменении самих величин k  или 
A . Следует отметить, что в противоположном случае очень больших скоростей 
изменения температуры композит демонстрирует упругое поведение, также  
не зависящее от величин k  или A . 
 

      
а б 

Рис.13. 
 
 

ВЫВОДЫ 
 

1. Добиться замкнутого двойного эффекта памяти формы в КМ с волокнами 
из никелида титана и вязкоупругим связующим можно только используя 
достаточно жесткое связующее с mE.E 80≥∞ . Следует использовать полимерные 
связующие в стеклообразном состоянии. Для более мягких связующих 
коэффициент наполнения, обеспечивающий замкнутый двойной эффект памяти 
формы получается весьма мал, а напряжения в волокнах для начальной 
деформации 0 4%ε =  недопустимо велики. 

2. Величина возвращаемой в цикле нагрева и охлаждения волокон 
деформации является немонотонной функцией скорости изменения температуры. 
При уменьшении скорости изменения температуры от высоких значений 
величина возвращаемой деформации сначала падает, потом, при некотором 
значении скорости охлаждения достигает минимума и при дальнейшем 
уменьшении скорости изменения температуры увеличивается, асимптотически 
стремясь к некоторому значению, когда скорость охлаждения стремится к нулю. 

3. Значение коэффициента наполнения, обеспечивающее замкнутый 
двойной эффект памяти формы в КМ с волокнами из СПФ и вязкоупругим 
связующим определяется следующим образом. Ищется оптимальных 
коэффициент наполнения для случая упругого связующего с модулем ∞E . 
Именно при таком коэффициенте наполнения цикл для КМ с вязкоупругим 
связующим стремится к замкнутому для скорости изменения температуры, 
стремящейся к нулю. При этом для не слишком малых скоростей изменения 
температуры цикл опять становится не замкнутым. 

4. В случае, когда скорость нагрева весьма велика, а скорость охлаждения 
волокон весьма мала, величина возвращаемой деформации определяется почти 
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исключительно скоростью охлаждения. Снижение скорости нагрева до малых 
значений, соответствующих скорости охлаждения практически не влияет  
на величину возвращаемой деформации. Если же скорость нагрева взять очень 
низкой, а скорость охлаждения очень высокой, то возвращаемая деформация 
резко падает по сравнению со случаем, когда обе эти скорости одинаково малы. 

5. Для малых скоростей изменения температуры зависимость напряжений  
и фазовых деформаций в волокнах от температуры определяется величиной 
отношения k A  и при фиксированном значении этого отношения не меняется при 
изменении самих величин A  и k . При средних значениях скорости изменения 
температуры наблюдается явная, причем немонотонная зависимость графика 
изменения деформации волокон от самих величин A  и k  даже при 
фиксированном значении отношения k A const= . 
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ИЗГИБ ТРЕХСЛОЙНОЙ ПЛАСТИНЫ  
В ТЕМПЕРАТУРНОМ ПОЛЕ ЗНАКОПЕРЕМЕННОЙ  
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АННОТАЦИЯ 
 

Исследован изгиб упругопластической трехслойной круговой пластины при 
знакопеременном нагружении осесимметричной кольцевой нагрузкой. Учтено 
воздействие температурного поля. Пакет пластины несимметричен по толщине. 
Предполагается, что его деформирование подчиняется гипотезе ломаной линии. Внешние 
несущие слои принимаются тонкими, для них справедливы гипотезы Кирхгофа. 
Материалы несущих слоев упругопластические. В более толстом жестком заполнителе 
выполняется гипотеза Тимошенко о прямолинейности и несжимаемости 
деформированной нормали. Изменение радиальных перемещений принимается 
линейным по толщине слоя. Материал заполнителя нелинейно упругий. 

Пластина принимается теплоизолированной по торцу и внешней поверхности 
нижнего несущего слоя. Падающий перпендикулярно верхнему слою тепловой поток 
создает в пластине температурное поле. Формула для его расчета получена при помощи 
усреднения теплофизических характеристик материалов слоев по толщине пакета. 
Учтено влияние температуры на упругие и пластические характеристики материалов 
слоев пластины. 

Для вывода дифференциальных уравнений равновесия при первичном нагружении 
пластины применен вариационный метод Лагранжа. Учтена работа касательных 
напряжений в заполнителе в тангенциальном направлении. На контуре пластины 
сформулированы граничные условия. Рассмотрен случай кольцевой равномерно 
распределенной нагрузки. Для решения соответствующей краевой задачи применен 
приближенный метод, базирующийся на методе упругих решений Ильюшина. 
Итерационное аналитическое решение выписано в функциях Бесселя. При повторном 
знакопеременном нагружении использована теория переменного нагружения 
Москвитина. Учтено упрочнение материала несущих слоев. Для полученных 
аналитических решений проведен численный анализ зависимости от физических 
уравнений состояния, температуры, граничных условий. 
 
Ключевые слова: трехслойная круговая пластина; упругопластичность; 
знакопеременная кольцевая нагрузка; температурное поле; численные результаты 
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ABSTRACT 
 

The bending of an elastic-plastic three-layer circular plate under alternating loading  
by an axisymmetric ring load is investigated. The effect of the temperature field is taken into 
account. The plate package is asymmetrical in thickness. It is assumed that its deformation 
obeys the polyline hypothesis. The outer bearing layers are assumed to be thin, and Kirchhoff’s 
hypotheses are valid for them. The materials of the bearing layers are elastic-plastic. In a thicker 
rigid filler, Timoshenko's hypothesis about the straightness and incompressibility of the 
deformed normal is fulfilled. The change in radial displacements is assumed to be linear in the 
thickness of the layer. The filler material is non-linearly elastic. 

The plate is assumed to be thermally insulated at the end and the outer surface of the 
lower bearing layer. The heat flow incident perpendicular to the upper layer creates  
a temperature field in the plate. The formula for its calculation is obtained by averaging the 
thermophysical characteristics of the materials of the layers over the thickness of the package. 
The influence of temperature on the elastic and plastic characteristics of the materials of the 
plate layers is taken into account. 

The Lagrange variational method is used to derive differential equations of equilibrium 
under primary loading of the plate. The work of tangential stresses in the filler in the tangential 
direction is taken into account. Boundary conditions are formulated on the contour of the plate. 
The case of an annular uniformly distributed load is considered. To solve the corresponding 
boundary value problem, an approximate method based on the Ilyushin method of elastic 
solutions is applied. The resulting iterative analytical solution is written out in Bessel functions. 
The iterative analytical solution is written out in Bessel functions. In case of repeated alternating 
loading, Moskvitin’s theory of alternating loading was used. The hardening of the material  
of the bearing layers is taken into account. For the obtained analytical solutions, a numerical 
analysis of the dependence on the physical equations of state, temperature, and boundary 
conditions is carried out. 
 
Keywords: three-layer circular plate; elasticity; plasticity; alternating ring load; temperature 
field; numerical results 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Необходимость создания механико-математических моделей для расчета 
слоистых элементов конструкций, учитывающих физическую нелинейность 
составляющих материалов и воздействие внешней среды, обусловлено их широким 
использованием в технике, строительстве и транспортном машиностроении. 

В монографиях [1-5] разрабатываются общие подходы к построению теорий 
деформирования неоднородных элементов конструкций при квазистатических  
и динамических нагрузках. В статье [6] приводится решение задачи о косом 
ударном нагружении трехслойной пластины. В работе [7] предложена уточненная 
теория свободных и вынужденных колебаний трехслойных пластин. Публикации 
[8,9] посвящены разработке теорий нелинейного деформирования трехслойных 
оболочек как с трансверсально-мягким заполнителем, так  
и с вязкоупругопластическими несущими слоями. Статья [10] посвящена 
изучению сверхзвуковых флаттерных характеристик многослойных композитных 
пластин. Нестационарное нагружение балки Тимошенко и сферической оболочки 
исследовано в [11,12]. 

В статьях [13-15] исследуются свободные и вынужденные колебания упругих 
трехслойных пластин и цилиндрических оболочек под действием непрерывных  
и локальных нагрузок различных видов. Для трехслойного пакета принята 
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кинематическая гипотеза ломаной линии, заполнитель легкий. Построена система 
собственных ортонормированных функций. Исследованы собственные частоты  
и амплитуды колебаний трехслойной оболочки при резонансных нагрузках. 

Изучение несущей способности трехслойной волокнистой композитной 
пластины с отверстием проведено в [16]. Работы [17-20] посвящены 
исследованию изгиба сэндвич-пластин в зависимости от их формы, наличия 
упругих либо жестких опор, упругого основания, вида ячеистого заполнителя. 

Термосиловое деформирование трехслойных несимметричных по толщине 
пластин, выполненных из функционально-градиентных материалов, рассмотрено 
в [21,22]. Квазистатическому деформированию многослойных пластин 
посвящены также статьи [23,24]. 

В публикациях [25,26] проведено исследование квазистатического 
термосилового нагружения упругопластических трехслойных стержней  
и оболочек. Для несущих слоев принимаются физические соотношения малых 
упругопластических деформаций, в них предполагается выполнение гипотез 
Кирхгофа. Заполнитель – нелинейно упругий, для него выполняется гипотеза 
Тимошенко. Решения получены в функциях Бесселя, проведена их численная 
апробация. Изгиб упругих и физически нелинейных трехслойных круговых 
пластин со сжимаемым заполнителем исследован в статьях [27,28]. Решения 
краевых задач о деформировании упругой круговой трехслойной пластины, 
расположенной на основании Пастернака, приведены в публикациях [29,30]. 
Деформирование трехслойных круглых пластин под действием 
неосесимметричных нагрузок рассмотрено в работах [31,32]. 

Здесь приведена постановка и получено аналитическое решение краевой 
задачи об осесимметричном деформировании трехслойной круговой пластины  
с упругопластическими несущими слоями и нелинейно упругом заполнителе  
при нагружении из естественного состояния и повторном знакопеременном 
нагружении кольцевой равномерно распределенной нагрузкой. Учтено 
воздействие температурного поля. Аналитическое решение получено  
в рекуррентном виде с использованием гипотезы Москвитина о переменном 
нагружении [33]. Проведено численное исследование полученных перемещений. 
 
 

1. НАГРУЖЕНИЕ ПЛАСТИНЫ ИЗ ЕСТЕСТВЕННОГО СОСТОЯНИЯ 
 

Пусть на трехслойную круговую пластину действует кольцевая равномерно 
распределенная нагрузка и падает тепловой поток (рис.1) 

( ) ( )( )0 0 0 ,q q H b r H a r= − − −        (1) 

где ( )0H r  функция Хевисайда нулевого порядка 

( )0

1, 0,
0, 0.

r
H r

r
≥

=  <
 

При постановке краевой задачи используется цилиндрическая система 
координат, связанная со срединной плоскостью заполнителя. В тонких несущих 
слоях с толщинами 1 2h h≠  справедливы гипотезы Кирхгофа. Для относительно 
толстого заполнителя ( )3 2h c=  принята гипотеза Тимошенко о прямолинейности 
и несжимаемости деформированной нормали. Радиальные перемещения линейно 
изменяются по толщине слоев. 
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Рис.1. Нагружение трехслойной пластины. 

 

На внешнюю поверхность первого слоя ( )1 z c h= +  падает тепловой поток .tq  

Пластина теплоизолированная по контуру и нижнему слою ( )2  – –z c h= . В этом 
случае температурное поле ,( )T t z  определяется формулой, полученной  
с помощью усреднения теплофизических характеристик материалов слоев  
по толщине пакета [4] 

( ) 2 2
2

π τ2 2
2 2

1

11 1 2 cos ,
2 6

n
n

n

c h c hqHT s n s e
H n H

∞
−

=

 −+  +     = τ + + − − π +     λ π      
∑  

(2) 

где 
3 3

2

1 1
; ; ; ; ;k k k k k

k k
at H s z H a C h H C C h H H

= =

τ = = = λ λ = λ = ρ∑ ∑ ; – 

суммарная толщина пластины; , ,k k kCλ ρ  – коэффициенты теплопроводности, 
теплоемкости и плотность материала k-го слоя ( )1,  2,  3k = ; t  – время. 

При осесимметричной нагрузке (1) окружных перемещений в слоях нет 
( )    0.kuϕ =  Искомыми функциями при решении задачи будут: прогиб пластины ( ) ,w r  

относительный сдвиг в заполнителе ( )rψ  (см. рис.1) и радиальное перемещение 

координатной плоскости ( ).u r  На контуре пластины находится жесткая 
диафрагма, не позволяющая относительный сдвиг слоев ( 0ψ =  при 0r r= ). 

Исходя из гипотезы прямолинейности нормали заполнителя 
( ) ( )3 32 , , ,rz r z ru wε = + = ψ  

после интегрирования получим радиальные перемещения в слоях, выраженные 
через искомые функции 

( )

( )

( )

1
1

3

2
2

, , ,

, , ,

, , ,

r r

r r

r r

u u c zw c z c h

u u z zw c z c

u u c zw c h z c

= + ψ − ≤ ≤ +

= + ψ − − ≤ ≤

= − ψ − − − ≤ ≤ −

     (3) 

где запятой в нижнем индексе обозначена операция дифференцирования  
по следующей за ней соответствующей координате. 

С помощью напряжений ( ) ( ) ( )3  , , ,k
rzrασ σα = ϕ  возникающих в слоях, вводятся 

обобщенные внутренние усилия и моменты 
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( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3 3

1 1 1 1
d , d ,

k k

k k k k

k k k kh h

T T z M M z zα α α α α α
= = = =

≡ = σ ≡ = σ∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫    (4) 

( ) ( ) ( )( ) ( )3 1 2 3, d .
c

rz
-c

H M c T T Q zα α α α= + − = σ∫  

Деформации в слоях можно получить с помощью соотношений Коши [4], 
использую перемещения (3). Для связи напряжений и деформаций применяются 
уравнения теории малых упругопластических деформаций Ильюшина [34] 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )( ) ( ) ( )

0

3 3 3
3 3

2 1 , , σ 3 ε ,

2 1,  2,  3;   , ,1 ,

k k k k k k
k k u k k

rz u rz

s

k

G T э K T

s G э rT

α α= −ω ε = −α

− = α =ω ε ϕ=
   (5) 

где ( ) ( ),k ks эα α  – девиаторные, ( ) ( )σ , εk k  – шаровые компоненты напряжений  

и деформаций в слоях; ( ) ( )3 3,rz rzs э  – касательное напряжение и деформация  
в заполнителе; ,k kG K  – температурно-зависимые модули сдвига и объемного 
деформирования материалов; 0kα  – коэффициент линейного температурного 
удлинения. 

Функции пластичности материалов несущих слоев ( )( ),k
k u Tω ε  при ( ) ( )k k

u yε ≤ ε  

следует положить ( )    0kω ≡  ( ( )k
uε  – интенсивность деформаций; ( ) ( )k

y Tε  – предел 
текучести по деформациям). Аналогично функция физической нелинейности 
заполнителя будет ( )( )3

3 0uω ε = , если ( ) ( )3 3
u sε ≤ ε  ( ( )3

sε  – предел физической 
нелинейности материала заполнителя). 

Для функций пластичности принимается аналитический вид ( )0 293 КT =  

( ) 1

0

1 0 0
1 0

0, ,

,
1 , ,

u y

u y
u y

u

T
A

α

ε ≤ ε


ω ε = ε 
− ε > ε  ε 

      (6) 

где для дюралюминия ( )1 1 0 00,96; 2,34; 0,735%yA T= α = ε =  [4]. 
Уравнения равновесия в обобщенных усилиях (4) для рассматриваемой 

упругой пластины получены в [4] без применения соотношений, связывающих 
напряжения и деформации, поэтому они остаются справедливыми и здесь.  
В случае нагрузки (1) система принимает вид 

( )

( )

( ) ( ) ( )( )0 0 0

1, 0,

1, 0,

1, 2 , , .

r r r

r r r

r rr r r r

T T T
r

H H H Q
r

M M M q H b r H a r
r

ϕ

ϕ

ϕ

+ − =

+ − − =

+ − = − − −

   (7) 

В напряжениях ( ) ( )3,k
rzασ σ , используя соотношения (5), выделим линейные 

(индекс «e ») и нелинейные (индекс «ω»), включающие температуру, составляющие 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

3 3 3
α α

α α

3 3 3 3 3
3 3 3

, ,

2 3 ε , 2 , 3 ,

2 , 2 , , .

k k k
e rz rze rz

k k k k k k k
e k k k k u k k

rze rz rz u rz

G э K G T э K T

G э G T э r

α ω ω

α ω α

ω

σ = σ −σ σ = σ −σ

σ = + σ = ω ε + α

σ = σ = ω ε α = ϕ

  (8) 

Аналогичную операцию проведем с обобщенными внутренними усилиями  
и моментами 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

3 3 3 3

α α α α
1 1 1 1

3 1 2 3 1 2
α α

, ,

, .

k k k k
e e e e

k k k k

e e e e

T T T T T M M M M M

H M c T T H M c T T

α ω α αω α ω α αω
= = = =

α α α ω αω αω αω

= − = − = − = −

= + − = + −

∑ ∑ ∑ ∑
(9) 

Входящие в (9) слагаемые ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
α α α α, , , , , , ,k k k k k k

e e e eT T M M H H Q Qω αω αω ω  
вычисляются по формулам, совпадающим по виду с (4), в которых следует 
напряжения ( )k

ασ  заменить соответственно линейными ( ) ( )3
αe ,k

rzeσ σ  или нелинейными 

слагаемыми ( )
α
k
ωσ , введенными в (8), например, 

1 2 1 2
1 1 2 2 1 1 2 2

31 2
1 1 2 2 3

31 2
1 1 2 2 3

1

,
2 2 2 2

2 ,
2 2 3

2
2 2 3

re r

r

h h h h uM K h c K h c u K h c K h c
r

h hcK h c cK h c c K

h hcK h c cK h c c K
r

K

+ + − −

+ + +

− − −

+

          = + − + + + − + +                    
    + + + + + ψ +        
  ψ   + + + + + −        

−

( ) ( )

2 2
2 2 31 2

1 1 2 2 2 3

2 2
2 2 31 2

1 1 1 2 2 2 3

3 3

α 0
1 1

2 ,
3 3 3

,2 ,
3 3 3

2 d 3 d .
k k
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k kh h

h hh c ch K h c ch c K w

h h wK h c ch K h c ch c K
r

M G э z z K T z z

+ +
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ω α
= =

    
+ + + + + + −    

    
    

− + + + + + +    
    

= ω + α∑ ∑∫ ∫
 (10) 

Систему дифференциальных уравнений для определения искомых функций 
( ) ( ) ( ), ,u r r w rψ  получим из (7), подставив в нее обобщенные усилия, 

выраженные через эти функции с помощью соотношений (5). В результате имеем 
( )
( )
( ) ( ) ( )( )

2 1 2 3

2 2 4 5 3

3 3 5 6 0 0 0

L , ,

L , 2 ,

L , ,

r

r

r

a u a a w p p

a u a a w cG h

a u a a w q H b r H a r q

ω

ω

ω

+ ψ − = − +

+ ψ − − ψ =

+ ψ − = − − − − +

   (11) 

где iа  – коэффициенты, определяемые через упругие и геометрические 
параметры слоев 

( ) ( )
3 3

2
1 0 2 10 20 3 1 4 32 10 20

1 1
, , , ,k k

k k
a K a c K K a K a K c K K

= =

= = − = = + +∑ ∑  

( )
3

5 32 11 21 6 2
1

, ,k
k

a K c K K a K
=

= + + =∑  
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( )( ) ( )( ) ( )0,  1,  24 d ;
3

k

k k m
km k k

h

K K T G T z mz = +  
=∫  

2 3,  L L  – линейные дифференциальные операторы второго и третьего порядков 

( ) ( )

( ) ( )( )

2 2

3 2 2 3

,1L , , , ,

2 , ,1L L , , .

r
r r rr

rr r
r rrr

g gg rg g
r r r

g g gg r g g
r r r r

 ≡ ≡ + − 
 

≡ ≡ + − +

 

Нелинейные составляющие внутренних усилий ( ) ( ) ( )
α , , ,k k kT M H Qω αω αω ω  

сгруппированы в правых частях системы (11) и входят в слагаемые с индексом 
«ω» 

( ) ( )

( )

ω ω ω ω ω
1 1, , , ,

1, 2 , , .

r r r r r r

r rr r r r

p T T T h H H H Q
r r

q M M M
r

ω ω ω ϕω ϕ

ω ω ω ϕω

= + − = + − −

= + −
  (12) 

Система дифференциальных уравнений (11) является нелинейной. Для  
ее решения применим приближенный метод упругих решений Ильюшина, 
сходимость которого доказана в широких пределах [33]. Для n-ой итерации 
система (11) принимает следующий вид 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1
2 1 2 3

1
2 2 4 5 3

1
3 3 5 6 0 0 0

L , ,

L , 2 ,

L , .

n n n n-
r

n n n n n-
r

n n n n-
r

a u a a w p

a u a a w cG h

a u a a w q H b r H a r q

ω

ω

ω

+ ψ − =

+ ψ − − ψ =

+ ψ − = − − − − +

 (13) 

Входящие в (13) величины ( ) ( ) ( )1 1 1, ,n- n- n-p h qω ω ω  служат «дополнительными» 
внешними нагрузками. На первом шаге итерации они нулевые, а в дальнейшем  
на каждом шаге они вычисляются по результатам предыдущего приближения  
в соответствии с формулами (12), в которых во все слагаемые нужно добавить 
вверху индекс « 1n − » 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

3 3 3
-1 , -1 , 1 , 11

1 1 1

3

0
1

3 3 3
1 , -1 , 1 , 11

1 1 1

3

0
1

1 3, 1 1, 1

d 2 d

3 d ,

d 2 d

3 d ,

k k

k

k k

k

n k n k n k nn
k k

k k kh h

k
k k

k h

n k n k n k nn
k k

k k kh h

k
k k

k h

n n n

T T z G э z

K T z

M M z z G э z z

K T z z

H M c T

− −−
αω αω αω α

= = =

=

− − −−
αω αω αω α

= = =

=

− − −
αω αω αω

= = σ = ω +

+ α

= = σ = ω +

+ α

= +

∑ ∑ ∑∫ ∫

∑ ∫

∑ ∑ ∑∫ ∫

∑ ∫
( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

2, 1

1 3, 1 , 11 1
3 3

-

, ,

2 d , , .

n

c
n n k n kn n

rz k k u
c

T r

Q G э z T

−
αω

− − −− −
ω

− α = ϕ

= ω ω ≡ ω ε∫

  (14) 

Таким образом, система дифференциальных уравнений (13) является  
на каждом шаге линейной. Для замыкания краевой задачи по определению 
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функций ( ) ( ) ( ), ,n n nu wψ  необходимо добавить к системе уравнений (11) граничные 
условия. Рассмотрим двое из них, например, 

• при заделанном контуре ( )0r r=  
( ) ( ) ( ) ( ), 0;n n n n

ru w w= ψ = = =  
• при шарнирном опирании пластины по контуру ( )0r r=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10, 0,n n n n n n
r re ru w M M M −

ω= ψ = = = − =     (15) 

где ( ) ( ) ( )1, ,n n n
r re rM M M −

ω  – обобщенные внутренние радиальные моменты на n-ом  
и n-1-ом шагах приближения, выражения для которых следуют из (9), (10). 

Решение линейной системы (13) при непрерывной нагрузке известно [4].  
Так как система дифференциальных уравнений (13) является линейной,  
то ее решение, полученное по аналогии, является рекуррентным решением задачи 
о деформировании рассматриваемой трехслойной упругопластической пластины 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( )

( )

2 1 3 1

( ) 1 ( 1)3 2 7 8
2

1 1 1

11 ( 1) 13
2 2 3

3 1

2
2 5

1 6 4

,

1, L ,
2

1 d L L d

1 ln 1 ln ,
4 4
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r

n
n nn n

r

n n nn

n
n

C I r C K r

a a C r Cu w p
a a a r

aw b r p q q r
b a

C rC r r C r C

− −
ω

−− − −
ω ω

ψ = β + β + ψ

= − ψ + + +

  
= ψ + + − +  

 


+ − + + +


∫ ∫
  (16) 

где ( ) ( )1 1,I r K rβ β  – модифицированная функция Бесселя и функция 

Макдональда; 1 2 8, ,  ,C C C…  – константы интегрирования, ( ) ( )n
r rψ  – некоторое 

частное решение уравнения Бесселя, выделяемого из системы (13) для функции 
( );nψ  1 1

2 3L , L− −  – линейные интегральные операторы 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 3

22
2 3 3 1 5 2 3 1 6 31 4 2

1 2 32
1 3 2 1 1 1
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cb G a a a a a a aa a ab b b
b b b a a a

− −≡ ≡
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β = = = =

−

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

Интегральный оператор от нагрузки (1) будет 

( ) ( )

( )

4 4 2 2 4 2 2
1
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0 0

5L d ln
64 16 16 8

5 ln .
64 16 16 8
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a
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  −  − + − + −    
    

∫
 (17) 

Частное решение ( )n
rψ  для сдвига в заполнителе и интеграл от сдвига на n-ом 

шаге будут 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

1 0
0 1 1 1 12 2

2
n

r
q br H b r r b K b I r I b K r

r
  γ ψ = − − + β β − β β −  β   
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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1 1

0 1 1 1 1 22
nCaH a r r a K a I r I a K r

r r
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 (18) 

В случае заделки или шарнирного опирания контура пластины 0 1r r= =  

должны выполняться условия ( ) ( ) 0n nwψ = = . В центре пластины решение должно 
быть ограниченно. Отсюда получаем следующие константы интегрирования 
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При шарнирно опертом контуре пластины должны выполняться еще два 
условия ( ) ( ) ( )10,n n n

re ru M M −
ω= = . Отсюда константы интегрирования ( ) ( )
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(20) 
При защемленном контуре аналогичные константы следуют из условий 

( ) ( ), 0n n
ru w= =  при 1r =  

( ) ( )
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( )( ) ( )( )
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-1 -11 131
5 3 6 2 3

1 11
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n
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r

aCC b C p q
a

C p
a

− −
ω ω

= =

−
ω

=

= − − − +

= −
   (21) 

Таким образом, на первом цикле нагружения (нагружение из естественного 
состояния) упругопластической трехслойной пластины кольцевой нагрузкой 
прогиб ( ) ( )nw r ,  радиальное перемещение  ( ) ( )nu r   и сдвиг в заполнителе  ( ) ( )n rψ   
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определяются формулами (16). Входящие в них интегралы от кольцевой нагрузки 
и сдвига определяются формулами (17), (18), константы интегрирования при 
шарнирно опертом или защемленном контуре – формулами (19)-(21). При этом 
решение явным образом зависит от температуры через константы С5, С7 в случае 
шарнирно опертого контура. 

Численные результаты. Рассмотрим трехслойную круговую пластину  
со слоями из материалов Д16Т–фторопласт-4–Д16Т и шарнирно опертым 
контуром. Функция пластичности дюралюминия принята в виде (6), функции 
нелинейности фторопласта – в подобном виде. Соответствующие параметры 
нелинейности и упругости приведены в [4]. Толщины слоев, отнесенные  
к радиусу 0r , при расчетах принимались следующие: 1 2 3   0,02;    0,06; 0,4.h h h= = =  
Температура считалась осредненной по толщине пластины. Зависимость модулей 
упругости от температуры описывается известной линейной формулой Белла [4]. 
Кольцевая нагрузка принята постоянной относительной ширины –  0,25.b a =  

Графики на рис.2 позволяют анализировать сходимость метода упругих 
решений. Нагрузка 0 5q =  МПа принималась распределенной по всей верхней 
поверхности пластины, температура – 2   323T =  K: а – относительный сдвиг ( )rψ ; 

б – прогиб пластины ( )w r . Номер кривой совпадает с номером приближения.  
За искомое решение принято 5-е приближение, которое отличается  
от предыдущего примерно на 0,5%. Отличие от упругого решения составляет 19%. 
 

 
Рис.2. Сходимость метода упругих решений ( 2 323T =  K). 

 
По рис.3 можно судить об изменении прогиба в центре пластины  

в зависимости от внутреннего радиуса кольца нагрузки (см. рис.1): 1, 2 – упругий 
и физически нелинейный прогиб при комнатной температуре 1 293T =  K; 3, 4 – 
упругий и физически нелинейный прогиб при осредненной температуре 

2 323T =  K. Интенсивность распределенной нагрузки здесь 0 8q =  МПа. 
При внутреннем радиусе кольца 0a =  нагрузка распределена по кругу 

радиуса b . Если 0,75a = , то нагрузка примыкает к контуру пластины. 
Максимума прогиб достигает при кольцевой нагрузке, расположенной в средней 
части пластины ( ).   0, 25a=  
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Рис.3. Упругий и физически нелинейный прогибы в центре пластины ( 1 293T =  K, 

2 323T =  K). 
 
 

2. ЗНАКОПЕРЕМЕННЫЙ ИЗГИБ ПЛАСТИНЫ 
 

Предположим, что с момента 1t t= , мгновенно происходит разгрузка  
и последующее нагружение пластины усилиями ( )q r′′  

( ) ( ) ( )( )0 0 0 .q r q H b r H a r′′ = − − − −       (22) 
При этом считаем, что в течение этого процесса температура 1Т  во всех 

точках пластины остается неизменной, равной температуре при начале разгрузки, 
т.е. ( ) ( )1 1,Т z Т z t= . 

Эта нагрузка создаст в рассматриваемой трехслойной пластине 
перемещения , ,u w′′ ′′ ′′ψ , деформации ( )k

α′′ε  и напряжения ( ) ( ) ( )3 .,,k
rz rα′ ασ σ =′ ′ ϕ′  

Следуя теории Москвитина [33], введем для напряжений, деформаций, 
перемещений и нагрузок разности 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

3 * 3 3
α α α

α α α

(3) (3) (3)*
α α α

α α α

0 0 0

, ,

, ,

, ,

, ,
, , ,

2 ,

k * k k
rz rz rz

k * k k k * k k

k k k *
rz rz rz

k k k * k k k *

* * *

s s s

э э э
u u u w w w

q r q r q r q H b r H a r∗

′ ′′ ′ ′′σ = σ −σ σ = σ −σ

′ ′′ ′ ′′= − σ = σ −σ

′′ ′ ′′ ′ε = ε − ε ε = ε − ε

′′ ′ ′′ ′= − ε = ε − ε

′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ψ = ψ −ψ = − = −

′′= − = − − −

    (23) 

где одним штрихом помечены параметры НДС пластины перед разгрузкой, двумя 
штрихами – аналогичные величины при повторном нагружении. 

Перемещения и деформации со звездочками (23) в несущих слоях будут 
связаны соотношениями Коши. Физические уравнения состояния для напряжений 
и деформаций, отмеченных звездочками, принимаются типа (5) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )3 3
3

2 1 , σ 3 ε ,

2 1 ,1,  2,  3;  ,

k k k k
k k k

rz k rz

s G э

k

K

s G э r

∗ ∗ ∗ ∗∗
α α

∗ ∗∗− = α

= −

= =

=

ω ϕ

ω
    (24) 

где ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1,k k k kG z G T z K z K T z= =  – значения модулей упругости, 
зафиксированные в момент разгрузки. 
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В отличие от уравнений состояния (5), температура в соотношения (24)  
в явном виде не входит. Материал заполнителя принят нелинейно упругим, 
поэтому его нелинейные параметры при циклическом деформировании  
не изменяются. 

Следуя методике Москвитина [33], полагаем, что универсальные функции 
нелинейности со звездочками, введенные в (24) подобны функциям пластичности 
при нагружении на первом цикле (6) 

( ) ( )( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

*
1

* *
1

* * *
1 1 * **

1 1*

0, ,

,
1 , ,

k k
u y

k k k
u y k k

u yk
u

T
A

α

 ε ≤ ε
ω ε =   ε

− ε > ε   ε  

     (25) 

где для дюралюминия ( ) ( )* * *
1 1 1 1 1 1 1 10,924; 2,27; ; 2,02y yA T T= α = ε = β ε β =  [4]. 

Проведя операцию вывода уравнений равновесия для величин  
со звездочками получим систему дифференциальных уравнений, совпадающую 
по виду с (11). Для ее решения применим метод упругих решений. 
Соответствующие итерационные уравнения запишутся в виде 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

* * * 1 *
2 1 2 3

* * * * 1 *
2 2 4 5 3

* * * * 1 *
3 3 5 6

L , ,

L , 2 ,

L , .

n n n n
r

n n n n n
r

n n n n n
r

a u a a w p

a u a a w cG h

a u a a w q q

−
ω

−
ω

−
ω

+ ψ − = +

+ ψ − − ψ =

+ ψ − = − +

    (26) 

Дополнительные «внешние» нагрузки ( ) ( ) ( )1 * 1 * 1 *, ,n n np h q− − −
ω ω ω  в (26), на первом 

шаге ( )1n =  принимаются равными нулю, а в дальнейшем вычисляются  
по результатам предыдущего приближения по формулам типа (12) 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

1 * 1 * 1 * 1 *
ω ω ω

1 * 1 * 1 * 1 * 1 *
ω ω ω ω ω

1 * 1 * 1 * 1 *
ω ω ω ω

3 3
1 * , 1 * , 1 * , 1 *

1 1

1 * , 1 *

1, ,

1, ,

1, 2 , , ,

d 2 , d ,

d

k k

n- n- n- n-
r r r

n- n- n- n- n-
r r r

n- n- n- n-
r rr r r r

n- k n k n k n
k k k

k kh h

n- k n

p T T T
r

h H H H Q
r

q M M M
r

T z G T э z

M z

ω ϕ

ϕ

ϕ

− − −
αω αω α α

= =

−
αω αω

= + −

= + − −

= + −

≡ σ = ω ε

≡ σ

∑ ∑∫ ∫

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

3 3
, 1 * , 1 *

1 1

1 * 1, 1 * 2, 1 *(3, 1)*

1 * 3, 1 * 3, 1 *

-

2 , d ,

,

2 , d , .

k k

k n k n
k k k

k kh h

n- n nn

c
n- n k n

k k rz
c

z G T э z z

H M c T T

Q G T э z r

− −
α α

= =

− −−
αω αω αω αω

− −
ω α

= ω ε

= + −

= ω ε α = ϕ

∑ ∑∫ ∫

∫

  (27) 

Здесь внутренние обобщенные усилия со звездочками отличаются от (14) 
отсутствием температуры. 

Краевая задача для определения функций ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *, ,n n nu r r w rψ  
замыкается присоединением к системе уравнений (26) с учетом (27) силовых или 
кинематических граничных условий, типа (15). 
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В этом случае полученная краевая задача для величин со звездочками ( )*nu , 
( ) ( )* *,n nwψ  совпадает с краевой задачей для некоторой фиктивной трехслойной 

упругопластической пластины, которая испытывает изотермическое нагружение 
из естественного состояния внешними усилиями *q . Фиктивная пластина 
геометрически совпадает с рассматриваемой. Ее упругопластические свойства 
материалов характеризуются переменными по координатам модулем сдвига 

( )kG z , объемным модулем ( )kK z , универсальными функциями нелинейности 
(25). Система дифференциальных уравнений для величин со звездочками (26)  
с точностью до обозначений совпадает с (13) и отличается только отсутствием 
температурных слагаемых в (8), (9). Аналитическое решение этой краевой задачи 
можно получить из решения (16), в котором необходимо формально заменить 
нагрузку и функции нелинейности на соответствующие величины со звездочками 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2 1 3 1

-1 -11 13
2 2 3

3 1

2
21 5

6 4

-113 2 7 8
2

1 1 1

,

1 d L L d

ln 1 ln ,
4 4

1, L ,
2

n n n n
r

n n n n

n n
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n n n n

r

C I r C K r

aw b r p q q r
b a

C C rr r C r C

a a C r Cu w p
a a a r

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗− − ∗
ω ω

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗
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ω

ψ = β + β + ψ

  
= ψ + + − −  

 


− − + + +


= − ψ + + +

∫ ∫
 (28) 

где 
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( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) )

-1 *
1 1

-1 * -1 *3 2 3 3 2
1 1 12

1 3 2 1 3

-1 *
1 1

d d

d d

d d d .

n

n n

n

I r q r r r

b a b a bI r K r h r r K r p r r
b b b a b

K r q r r r r

ω

ω ω

ω

− γ β +
  −

+ β β − β −  −  

− γ β 

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

( ) ( )* *
1 8

n nC C−  – константы интегрирования, которые вычисляются по формулам типа 
(19)-(21) после формального введения в верхний индекс дополнительных 
нагрузок звездочки, удаления в ( )*

5
nC  температуры и замены 0q  на 02q . 

После этого искомые параметры напряженно-деформированного состояния 
рассматриваемой пластины на втором полуцикле нагружении следуют  
из соотношений (23) с учетом решений (16), (28), например 

* * *, , .u u u w w w′′ ′ ′′ ′ ′′ ′= − ψ = ψ −ψ = −  
Рис.4 иллюстрирует прогиб – а и относительный сдвиг – б при циклическом 

изгибе пластины круговой нагрузкой ( 00, 25, 075, 8а b q= = =  МПа): 1 – упругая 
пластина, 2 – изотермическая упругопластичность ( 1 293T =  К),  
3 – термоупругопластичность ( 2 323T =  K). Один штрих прямая нагрузка, два 
штриха – обратная. 
 

 
Рис.4. Перемещения в пластине при циклическом термосиловом нагружении. 

 
После перемены знака нагрузки максимальная величина перемещений 

несколько уменьшилась (3") на 3%, как при «холодной», так и при «горячей» 
пластичности. Это явление объясняется циклическим упрочнением материалов 
несущих слоев. 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Предложенная методика и полученное общее решение краевой задачи 
позволяют исследовать НДС упругопластических трехслойных круговых пластин 
при прямых и знакопеременных локальных нагрузках в температурном поле. 
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Численные результаты подтвердили сходимость метода упругих решений, 
существенное влияние физической нелинейности материалов слоев  
и температуры на НДС в пластине. 
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АННОТАЦИЯ 
 

Работа посвящена численному анализу процесса дорнирования цилиндрической 
муфты из сплава с памятью формы (СПФ) в режиме мартенситной неупругости (МН). 
Рассмотрение задачи ведется в рамках модели нелинейного деформирования СПФ при 
фазовых и структурных превращениях. Полученное решение учитывает, как упругие 
деформации, так и свойство разносопротивляемости материала. Под 
разносопротивляемостью понимается зависимость материальных констант этих сплавов 
от параметра вида напряженного состояния. В качестве параметра вида напряженного 
состояния используется параметр, связанный с третьим инвариантом девиатора 
напряжений. 

Численное моделирование выполнено в программном комплексе Simulia Abaqus  
с применением технологии пользовательского материала. Моделирование процесса 
дорнирования толстостенной цилиндрической муфты реализуется с помощью 
итерационного метода, в котором на каждом шаге, соответствующему передвижению 
муфты на заданное расстояние в осевом направлении, сохраняется напряженно- 
деформированное состояние предыдущего шага. Задача решается в трехмерной  
по пространству постановке с учетом осевой симметрии муфты. 

В рамках работы получены эпюры напряжений по сечению муфты для каждого 
шага соответствующему положению дорна в определенный момент времени. 
Установлено, что в процессе нагружения, напряжения по сечению меняются 
немонотонно, а само распределение напряжений имеет нелинейную зависимость  
от радиуса. Параметр вида напряженного состояния также имеет неоднородное 
распределение по сечению оболочки. Замечено, что при продвижении дорна вглубь 
муфты, эпюра осевых напряжений и параметра вида напряженного состояния 
изменяются по сечению муфты. 

Результаты, полученные в ходе выполнения работы, могут быть успешно 
использованы при проектировании термомеханических соединительных муфт из СПФ. 
 

Ключевые слова: сплавы с памятью формы; мартенситная неупругость; 
разносопротивляемость; дорнирование; муфта 
 
 

NUMERICAL ANALYSIS OF THE DORNING PROCESS  
OF A CONNECTING CYLINDRICAL COUPLING MADE  

OF AN ALLOY WITH SHAPE MEMORY, TAKING INTO ACCOUNT 
THE INFLUENCE OF THE TYPE OF STRESS STATE  

ON THE BEHAVIOR OF THE MATERIAL 
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ABSTRACT 
 

The work is devoted to the numerical analysis of the dorning process of a cylindrical 
coupling made of shape memory alloy (SMA) in the mode of martensitic inelasticity (MI). The 
problem is considered within the framework of the model of nonlinear deformation of the SMA 
during phase and structural transformations. The resulting solution takes into account both 
elastic deformations and the property of the material's resistivity. The resistance of the materials 
is understood as the dependence of the material constants of these alloys on the parameter of the 
type of stress state. The parameter associated with the third invariant of the stress deviator  
is used as a parameter of the type of stress state. 

Numerical simulation was performed in the Simulia Abaqus software package using the 
technology of user-generated material. Modeling of the dorning process of a thick-walled 
cylindrical coupling is implemented using an iterative method in which the stress-strain state  
of the previous step is preserved at each step corresponding to the movement of the coupling  
for a given distance in the axial direction. The problem is solved in a three-dimensional 
formulation taking into account the axial symmetry of the coupling. 

As part of the work, stress diagrams were obtained along the coupling cross-section  
for each step corresponding to the position of the mandrel at a certain time. It is established that 
in the process of loading, the cross-section stresses change nonmonotonically, and the stress 
distribution itself has a nonlinear dependence on the radius. The parameter of the type of stress 
state also has an inhomogeneous distribution over the cross section of the shell. It is noticed that 
as the mandrel moves deeper into the coupling, the plot of axial stresses and the parameter  
of the type of stress state change along the section of the coupling. 

The results obtained in the course of the work can be successfully used in the design  
of thermomechanical coupling couplings from SMA. 
 
Keywords: shape memory alloys; martensitic transformation; tension-compression asymmetry; 
dorning, coupling 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Для проектирования и активного применения устройств, принцип работы 
которых основан на использовании уникальных термомеханических свойств СПФ 
[1], требуется наличие достоверных решений краевых задач механики этих 
сплавов [2]. Однако, получение подобных аналитических решений затрудненно 
объективной сложностью определяющих соотношений, описывающих 
термомеханические процессы, протекающие в СПФ. 

Помимо этого, расчет напряженно-деформированного состояния (НДС) 
конструкций, содержащих СПФ, осложняется тем фактом, что эти сплавы 
являются разносопротивляющимися растяжению-сжатию и их соответствующие 
диаграммы деформирования имеют качественные различия. Данное явление 
характерно для режимов мартенситной неупругости [3-5], сверхупругости [6-8]  
и для процесса прямого термоупругого мартенситного превращения [9-13]. 

Для корректного описания поведения СПФ с учетом  
их разносопротивляемости требуется определение зависимости материальных 
констант и функций сплава от параметра вида напряженного состояния,  
что требует проведения большого объема экспериментальных работ [4-5]. 

Узкий круг работ посвящен решению задач о термомеханическом поведении 
элементов конструкций из СПФ с учетом свойства разносопротивляемости.  
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В работе [14] получены решения задач о НДС тонкостенных конструкций, таких 
как сфера и цилиндр, из СПФ как в режиме мартенситной неупругости, так  
и в процессе прямого мартенситного термоупругого превращения на основе 
моделей [15-18]. Работы [19-22] посвящены задачам о потере устойчивости 
элементов из СПФ, вызванной обратными термоупругими фазовыми 
превращениями, при решении которых требуется учет влияния вида 
напряженного состояния на процесс деформирования СПФ. 

В трудах [23,24] получены решения задач о поведении толстостенной 
цилиндрической оболочки и сферы из СПФ, материал которых претерпевает 
прямое термоупругое фазовое превращение под действием постоянного 
внутреннего давления [23] или постоянных внутреннего или внешнего давления  
и осевой силы [24]. Однако в этих работах нагружение в режиме мартенситной 
неупругости не рассматривается, эффект разносопротивляемости СПФ  
не учитывается. 

Одним из способов решения данных краевых задач является использование 
коммерческих пакетов конечно-элементного моделирования. Так, работы [25,26] 
посвящены конечно-элементному анализу актуаторов из СПФ. Моделирование 
выполнено в рамках моделей [27] и [28,29] соответственно. 

В работах [30-32] рассматривается численное моделирование процесса 
деформирования толстостенных сферы и цилиндра из СПФ  
в низкотемпературном мартенситном фазовом состоянии с учетом 
разносопротивляемости этих сплавов. В работе [30] проведена верификация 
программного модуля, использованного в работах [31,32]. 

Данная работа посвящена численному моделированию процесса раздачи 
толстостенной цилиндрической муфты из сплава с памятью формы (СПФ)  
в режиме мартенситной неупругости (МН). Процесс раздачи происходит путем 
дорнирования. Приведенное в работе решение учитывает зависимость НДС 
оболочки от вида напряженного состояния. Используемые при решении 
определяющие соотношения для СПФ соответствуют распространению на случай 
учета влияния вида напряженного состояния объединенной модели фазового  
и структурного деформирования СПФ [33-36], точнее варианта этой модели, 
учитывающей только изотропное упрочнение для структурного деформирования 
[33]. 
 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 

Рассмотрение задачи дорнирования толстостенной цилиндрической муфты 
из СПФ ведется в трехмерной по пространству постановке с учетом осевой 
симметрии тела, в цилиндрической системе координат r zθ− − . Моделирование 
данного процесса реализуется с помощью итерационного метода, в котором  
на каждом шаге, соответствующему передвижению муфты на заданное 
расстояние, равное 0.5 мм в осевом направлении, сохраняется напряженно- 
деформированное состояние предыдущего шага. Считается, что в процессе 
раздачи вся боковая поверхность дорна, вошедшая в муфту, является областью 
взаимодействия, а коэффициент трения между дорном и муфтой равен нулю. 
Взаимодействие дорна и муфты моделируется полем перемещений, изменяемым 
на каждом шаге. 

В процессе моделирования использовались кинематические граничные 
условия учитывающие осевую симметрию тела: 
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1. Запрет перемещений в окружном направлении по плоским граням 
параллельным оси муфты. 

2. Запрет перемещений в осевом направлении по торцам муфты. Для устранения 
влияния граничных условий на полученные результаты, закрепление 
осуществляется по торцу, находящемуся на максимальном отдалении от дорна. 

Геометрические характеристики толстостенной цилиндрической муфты 
взяты на основании данных представленных в [37]: 

1. Внешний радиус 1 4.38r =  мм; 
2. Внутренний радиус 2 3.11r =  мм; 
3. Длина муфты 18h =  мм. 

Параметры дорна: 
1. Цилиндрическая часть: длина 1 15l =  мм, радиус 3 3.17r =  мм; 
2. Коническая часть: длина 2 4l =  мм, радиус 4 3.11r =  мм. 

На рис.1.1. приведена конечно-элементная модель (КЭМ) муфты  
с отмеченными сечениями на которых производились замеры напряжений  
и перемещений. Муфта смоделирована 3-х мерным типом КЭ C3D8H. Дорн  
в свою очередь представляет из себя абсолютно твердое тело. 
 

 
Рис.1.1. КЭМ толстостенной цилиндрической муфты. 

 
В рамках модели нелинейного деформирования СПФ при фазовых  

и структурных превращениях [15-18] реализованного в программном модуле, 
предполагается аддитивное представление тензора приращений полных 
деформаций, при их малости. Для случая изотермического нагружения образца  
из СПФ в низкотемпературном мартенситном фазовом состоянии полные 
деформации определяются следующим образом 

,e st
ij ij ijd d dε ε ε= +  

где , ,e st
ij ij ijd d dε ε ε  – приращения полной, упругой, и структурной деформации 

соответственно. 
Упругие деформации определяются по формуле, приведенной ниже 

po
dp

isk
a.

po
ch

ta
.ru



Механика композиционных материалов и конструкций    том 28, №3, 2022 г. 
 

363 

1 , , .
3 2

ije e e e e kk
ij ij ij kk ij kk

M MG K
σ σε ε δ ε ε ε
′′ ′= + = =  

Здесь ,e e
ij kk ijε ε δ′  – девиатор и шаровая часть тензора упругих деформаций, ,ij kkσ σ′  

– девиатор и первый инвариант тензора напряжений, ijδ  – дельта Кронекера, 
,M MG K  – модуль сдвига и утроенный объемный модуль СПФ в мартенситном 

фазовом состоянии соответственно. 
Приращение структурных деформаций 

( ) ( ) max3 при иначе 0.
02

i iijst st
ij D i i ij

ii

d qF d d
dσ

σ σσ
ε ρ µ σ σ ε

σσ
′ =

′= = >
 

Здесь iσ  – интенсивность напряжений, ( )D σρ µ  – предельное значения 
интенсивности структурной деформации, зависящие от параметра вида 
напряженного состояния σµ ; ( )iF σ′  – плотность распределения интенсивности 
микронапряжений в представительном объеме образца из СПФ в мартенситном 
фазовом состоянии. ( )iF σ  – интегральная функция распределения интенсивности 
микронапряжений в представительном объеме поликристаллического СПФ [15]. 

На основе экспериментальных данных в [3] установлено, что для 
аппроксимации диаграммы мартенситной неупругости с учетом 
разносопротивляемости материала, наилучшим образом подходит γ  – гамма 
распределение, такое, что функция ( )iF σ  запишутся следующим образом 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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( ) ( )
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( ) ( )
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0 0
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t t dt
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σ σ
σ σ

σ
σ µ

α µ

σ

α µ

σ σ σσ

σ σσ ϕ α µ γ α µ
σ µ σ µ

α µ

σ σσ
σ µ σ µ σ µα µ

−

−

   
= = =      

   

= −
Γ

   −′ =       Γ    

∫   

где ( ) ( )0,σ σα µ σ µ  – параметры материала, Γ  – гамма функция. 
Связь между компонентами приращений девиаторов напряжений  

и деформаций устанавливается следующим соотношением 

( ) ( )
( ) ( )( )

2

2

2 ,

9 .
1 3

ij ij ij kl kl

iM
D

i M D i

d Gd d

FG
G Fσ

σ

σ ε λσ σ ε

σ
λ ρ µ

σ ρ µ σ

′ ′ ′ ′ ′= −

′
=

′+

  

Здесь ,ij ijd dσ ε′ ′  – девиатор приращений напряжений и деформаций. 
Шаровая часть тензора приращений напряжений определяется по формуле, 

приведенной ниже 
.kk M kkd K dσ ε=  

Здесь kkdε  – первый инвариант тензора приращений деформаций. 
Приращение компонент тензора напряжений вычисляется следующим 

образом 
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1 .
3ij kk ij ijd d dσ σ δ σ ′= +  

В работе полагается, что параметры материала ( ) ( ) ( )0, , Dσ σ σα µ σ µ ρ µ  
линейно зависят от параметра вида напряженного состояния. 

В [10] в качестве параметра вида напряженного состояния σµ  используется 
параметр, связанный со 2-м и 3-м инвариантом девиатора напряжений 

( )3
3 3

det27 27 .
2 2

ij

i i

J
σ

σ
µ

σ σ

′
= =   

Здесь 3J  – третий инвариант девиатора напряжений. Параметр σµ  может 
принимать значение от 1 (одноосное растяжение) до -1 (одноосное сжатие). 
Случай, когда 0σµ =  соответствует чистому сдвигу. 
 
 

2. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
 

При численном моделировании использованы следующие значения 
материальных констант, для случая 1σµ =  (одноосного растяжения): 

( ) 0.0608,t
D σρ µ =  ( )0 27.4t

σσ µ =  МПа, ( ) 6.45;t
σα µ =  для случая 1σµ = −  

(одноосного сжатия): ( ) 0.02,c
D σρ µ =  ( )0 18c

σσ µ =  МПа, ( ) 16.08c
σα µ =  [3]. 

Ниже представлены эпюры радиальных rσ  (рис.2.1а,б) и кольцевых θσ  
(рис.2.2а,б) напряжений по сечению цилиндрической толстостенной муфты, 
построенные для различных положений дорна внутри муфты: 1 шаг соответствует 
прохождению конусной части дорна на 1 см, 4 шаг – 4 см. Нумерация кривых  
на рис.2.1-2.3 соответствует сечениям, представленным на рис.1.1. r bξ =  – 
безразмерный радиус оболочки. 
 

  
а б 

Рис.2.1. а) эпюры rσ ξ− . 1 шаг; б) эпюры rσ ξ− . 4 шаг. 
 

На основании рис.2.1а,б можно сделать вывод, что распределение 
радиальных напряжений rσ  имеет нелинейный характер по сечению муфты  
и немонотонно изменяется в процессе прохождения дорна вглубь муфты. Следует 
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заметить, что, при переходе с конусной части дорна на цилиндрическую, рост rσ  
прекращается и остается неизменным до окончания процесса. 
 

    
а б 

Рис.2.2. а) эпюры θσ ξ− . 1 шаг; б) эпюры θσ ξ− . 4 шаг. 
 

Исходя из приведенных данных, можно заключить, что распределение 
окружных напряжений θσ  по сечению муфты имеет нелинейный характер  
и немонотонно изменяется в процессе нагружения. Отметим, что при 
прохождении конусной части дорна вглубь муфту, наблюдается резкий рост θσ  
вблизи внутренней поверхности оболочки, а распределение θσ  становится все 
более нелинейным и неравномерным по сечению муфты (кривые 5-6).  

На рис.2.3а,б приведены распределения rε  по сечению цилиндрической 
толстостенной муфты. 
 

   
а б 

Рис.2.3. а) зависимости rε ξ− . 1 шаг; б) зависимости rε ξ− . 4 шаг. 
 

Из рис.2.3а,б видно, что величина максимальной раздачи муфты составляет 
2% на внутреннем радиусе и менее 1% на внешнем. Следует отметить,  
что распределение радиальных деформаций по сечению муфты нелинейно  
и немонотонно изменяется в процессе раздачи. 
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На рис.2.4 приведено распределение zσ  по сечению цилиндрической 
толстостенной муфты. Сплошные линии соответствуют 1 шагу, штриховые – 4 
шагу. Кривые 1,2 построены для 2 сечения, 3,4 для 6 сечения. 
 

 
Рис.2.4. Эпюры zσ ξ− . 

 

Распределение осевых напряжений zσ  имеет нелинейный характер  
по сечению муфты. Отмечено, что при продвижении дорна вглубь муфты 
характер распределения напряжений zσ  по радиальной координате стремится  
к линейному, что характерно для состояния изгиба части муфты типа балки, 
вырезанной близко расположенными плоскостями constθ =  с осью, параллельной 
оси z . 

Ниже, на рис.2.5, приведено распределение параметра вида напряженного 
состояния σµ  по 1 сечению муфты. Кривая 1 соответствует 1 шагу, 2 – 4 шагу. 
 

 
Рис.2.5. Зависимость σµ ξ− . 

 
В ходе работы было установлено, что параметр вида напряженного 

состояния меняется в процессе нагружения немонотонно, а также имеет 
нелинейное распределение по сечению оболочки. Как видно из приведенного 
рисунка, распределение σµ  по сечению зависит от положения конусной части 
дорна внутри муфты. В случае прохождения дорна вглубь муфты на 1 мм, 
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параметр вида напряженного состояния имеет знакопеременный и нелинейных 
характер по сечению муфты. При прохождении всей конусной части дорна, 
параметр вида напряженного состояния перестает быть знакопеременным,  
но остается нелинейным. Изменения величины σµ  в процессе раздачи муфты  
из СПФ свидетельствуют о том, что нагружение в данном случае является 
непропорциональным, и к решению данной задачи с учетом 
разносопротивляемости этих материалов не может быть применено положение  
об активных процессах пропорционального нагружения. 
 
 

ВЫВОДЫ 
 

В рамках работы выполнено численное моделирование процесса 
дорнирования толстостенной цилиндрической муфты из СПФ в режиме 
мартенситной неупругости. Решение получено с учетом разносопротивляемости 
этих сплавов растяжению-сжатию. 

Установлено, что в процессе раздачи муфты путем дорнирования эпюры 
напряжений и параметра вида напряженного состояния имеют нелинейный вид. 
Отмечено, что параметр вида напряженного состояния в процессе раздачи муфты 
из СПФ перераспределяется и перестает иметь знакопеременный характер. 
Осевые напряжения по сечению муфты немонотонно возрастают при 
прохождении дорна. Отмечено, что при продвижении дорна вглубь муфты 
характер распределения напряжений zσ  по радиальной координате стремиться  
к линейному, что характерно для состояния изгиба части муфты типа балки, 
вырезанной близко расположенными плоскостями constθ =  с осью, параллельной 
оси z . Вследствие этого к решению данной задачи нельзя применять положение 
об активных процессах пропорционального нагружения. 
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АННОТАЦИЯ 
 

Для более полного изучения разносопротивляемости поликристаллических сплавов 
с памятью формы (СПФ) без текстуры был использован алгоритм расчета тензора 
предельной неупругой деформации, накопленной в результате полного прямого фазового 
перехода под действием постоянного напряжения, по известным данным о геометрии 
кристаллических ячеек фаз и путях их трансформации. Алгоритм основан на допущении 
о равномерном распределении ориентаций ячеек аустенитной фазы в представительном 
объеме материала и заключается в выборе для каждой из этих ориентаций наиболее 
энергетически выгодного варианта ориентации мартенсита с последующим осреднением 
соответствующих формоизменений. На примере равноатомного никелида титана изучена 
зависимость девиатора предельной неупругой деформации прямого фазового перехода  
от направляющего девиатора внешнего напряжения, связь видов деформированного  
и напряженного состояния. Показано, что кристаллографические особенности СПФ 
приводят к его разносопротивляемости. При описании фазового перехода использовались 
тензоры малой деформации, конечной деформации Коши-Грина и логарифмической 
деформации Генки. Помимо осреднения указанных тензоров деформации выбранных 
вариантов ориентации мартенсита было проведено осреднение тензоров градиентов 
деформации с последующим вычислением тензоров предельной деформации указанных 
типов. Альтернативные способы осреднения привели к близким результатам. 
Вычисленный описанным способом девиатор предельной деформации фазового перехода 
однозначно связан с направляющим девиатором внешнего напряжения, независимо  
от его ориентации. Их главные оси совпадают, однако главные значения 
пропорциональны только при одноосном растяжении или сжатии. Девиатор предельной 
деформации фазового перехода представляется в виде суммы двух слагаемых, одно  
из которых пропорционально направляющему девиатору внешнего напряжения, а другое 
– ортогональному к нему направляющему девиатору. Построены зависимости 
интенсивностей слагаемых девиатора предельной деформации от параметра вида 
нагружения. 
 
Ключевые слова: сплавы с памятью формы; поликристаллы; фазовые переходы; 
многовариантность; разносопротивляемость; оценка 
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ABSTRACT 
 

For a more complete study of the resistance asymmetry of polycrystalline shape memory 
alloys (SMAs) without texture, an algorithm for calculating the tensor of limit inelastic strain 
accumulated in the process of a complete direct phase transition under the action of a constant 
stress, was used. Known data on the geometry of the crystal cells of the phases and the ways  
of their transformation are used in the calculation. The algorithm is based on the assumption  
of a uniform distribution of orientations of the austenite phase cells in a representative volume 
of the material and consists in choosing for each of these orientations the most energy efficient 
variant of martensite orientation with subsequent averaging of the corresponding shape changes. 
Using equiatomic titanium nickelide as an example, the dependence of the limit inelastic strain 
deviator on the directing deviator of external stress and the relationship between strain and 
stress states were studied. It is shown that the crystallographic features of the SMA lead to its 
resistance asymmetry. When describing the phase transition, small strain tensor, Cauchy-Green 
finite strain tensor, and Hencky logarithmic strain tensor were used. In addition to averaging the 
specified strain tensors of the selected variants of martensite orientation, the deformation 
gradient tensors were averaged, followed by the calculation of the limit strain tensors of the 
specified types. Alternative methods of averaging led to close results. The deviator of the limit 
strain of the phase transition calculated by the described method is uniquely associated with the 
directing deviator of the external stress, regardless of its orientation. Their principal axes 
coincide, but the principal values are proportional only in uniaxial tension or compression.  
The limit phase transition strain deviator is represented as the sum of two terms, one of which  
is proportional to the directing deviator of the external stress, and the other term is proportional 
to the directing deviator, orthogonal to the first one. The dependence curves of the intensities  
of the limit strain deviator terms on the loading  type parameter are  plotted. 
 
Keywords: shape memory alloy; polycrystal; phase transition; multivariance; resistance 
asymmetry; estimation 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Свойство разносопротивляемости поликристаллических сплавов с памятью 
формы (СПФ) без текстуры заключается в зависимости их механического 
поведения от вида напряженного состояния. При этом они являются изотропными 
материалами. Одним из проявлений разносопротивляемости является различие 
диаграмм монотонного нагружения в аустенитном и мартенситном состояниях  
(в режимах сверхупругости и мартенситной неупругости), а также зависимостей 
неупругой деформации, накопленной в результате полного прямого фазового 
перехода, от действующего при этом постоянного напряжения, выраженных  
в переменных интенсивность напряжений – интенсивность деформаций.  
Для разных видов напряженного состояния указанные кривые могут существенно 
отличаться как по форме, так и по абсолютным значениям. 

Одной из причин такого поведения СПФ являются кристаллографические 
особенности происходящих в этих материалах термоупругих фазовых 
превращений, в частности многовариантность перехода из аустенитной фазы  
с высокосимметричной кристаллической решеткой в мартенситную фазу с менее 
симметричной ячейкой. Выбор варианта перехода аустенитной решетки 
определенной ориентации зависит от вида напряженного состояния, что приводит 
к зависимости от вида напряженного состояния осредненной деформации 
фазового перехода. Локальное напряжение можно считать равным внешнему при 
достаточно большой величине интенсивности последнего. 
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В работе [1] описан алгоритм расчета оценочных значений максимальной  
по модулю осевой деформации СПФ, накопленной в результате полного прямого 
фазового перехода под действием одноосного растяжения и одноосного сжатия, 
на основании данных о геометрии кристаллических ячеек фаз и путях  
их преобразования. Алгоритм заключается в выборе варианта фазового перехода, 
при котором внешние напряжения совершают максимальную работу, для каждой 
из ориентаций аустенитной решетки, равномерно распределенных  
в представительном объеме СПФ, с последующим осреднением связанных  
с этими переходами деформаций. Для СПФ разных составов и типов фазовых 
переходов получена оценка разносопротивляемости при одноосных растяжении  
и сжатии. 

В модели нелинейного деформирования СПФ [2,3] собственная деформация 
группы зародившихся мартенситных образований (мартенситного элемента), 
отсчитываемая от аустенитного состояния, выражается как сумма 

( ) ( ) ( )lim lim 0
0 1

3, ,
2ij ij ij ij ij i ij ijσ σε ε δ ε ε ε µ ϕ σ ε ρ µ σ′ ′= + = =      (1) 

девиаторной и шаровой частей, первая из которых является произведением 
материальной функции 1ϕ , которая монотонная возрастает от 0 до 1 с ростом 
интенсивности напряжения iσ  и характеризует случайное распределение 
микронапряжений в представительном объеме, на девиатор предельной фазово-
структурной деформации lim

ijε . Предполагается, что последний пропорционален 
направляющему девиатору действующего в момент зарождения напряжения 

0
ij ij iσ σ σ′= , а интенсивность предельной фазово-структурной деформации ρ  

зависит от параметра вида напряженного состояния σµ . Шаровая часть тензора 
(1) является произведением единичного тензора ( ijδ  – символ Кронекера)  
на постоянную для рассматриваемого материала линейную деформацию 
объемного эффекта прямого фазового перехода 0ε . 

В процессе прямого фазового перехода путем охлаждения под действием 
постоянного напряжения собственные деформации всех мартенситных элементов 
одинаковые и неизменные. В результате полного прямого перехода неупругая 
деформация представительного объема будет равна той же величине (1),  
а ее интенсивность связана с интенсивностью напряжения соотношением 

( ) ( )1 .i iσε ρ µ ϕ σ=  
Предельное значение ρ  является асимптотическим на соответствующей 

экспериментальной кривой. При ее построении помимо упругих нужно 
исключить пластические деформации, что представляет определенные трудности 
и может привести к значительной погрешности. С другой стороны, величина ρ  
коррелирует с теоретической оценкой, рассчитанной по описанному выше 
алгоритму, но не равна ей ввиду наличия границ зерен, дефектов кристаллической 
решетки и других несовершенств в реальном материале. Теоретическая оценка 
служит для установления характера зависимости ( )σρ µ . 

В других известных моделях деформирования СПФ [4-6] также 
предполагается пропорциональность девиаторов напряжения и фазово-
структурной деформации, аналогичная формуле (1). Однако ряд экспериментов  
с нагружением, отличным от одноосного растяжения и сжатия, свидетельствует  
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о нарушении этого допущения, причем отклонение не сводится к эффектам 
второго порядка, подобным эффекту Пойнтинга в случае кручения тонкостенного 
цилиндра. В работе [7] описано испытание тонкостенного цилиндрического 
образца из поликристаллического сплава Ti-51.0 at %Ni  при постоянной 
температуре в режимах сверхупругости и мартенситной неупругости R-фазы 
путем пропорционального осевого растяжения-сжатия и закручивания.  
Для определения деформированного состояния измерялись линейные деформации 
в осевом и окружном направлениях, а также соответствующая деформация 
сдвига. Результаты демонстрируют различие напряженного и деформированного 
состояний, особенно при сложном нагружении. Экспериментальные данные  
по исследованию аналогичных образцов из сплава Cu-12%Al-4%Mn   
при термоциклировании под напряжением через интервал температур фазовых 
переходов приведены в [8], где также наблюдается несовпадение типов 
напряженного и деформированного состояний в случае сложного нагружения. 
Поэтому представляется важным получить теоретическую оценку тензора 
предельной фазово-структурной деформации СПФ и установить его связь  
с направляющим девиатором напряжений. 
 
 

1. АЛГОРИТМ РАСЧЕТА ТЕНЗОРА ПРЕДЕЛЬНОЙ  
ФАЗОВО-СТРУКТУРНОЙ ДЕФОРМАЦИИ 

 
Закон движения материальных точек при фазовом переходе в декартовой 

системе координат, связанной с мартенситной кристаллической решеткой, оси 
которой обозначим M1, M2, M3, описывается функциями ( )k ky x , где kx  и ky  

( )1, 2, 3k =  – координаты материальных точек до и после фазового перехода. 
Компоненты тензора конечных деформаций Коши-Грина KGE  выражаются в виде 
( k k ku y x= −  – смещения точек) [9] 

3 3
KG
M

1 1
2 .jk k i k k

ij ij
k ki j j i i j

uy y u u u
x x x x x x

ε δ
= =

∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∑ ∑     (2) 

Тензор логарифмических деформаций Генки HE  имеет общие с тензором 
Коши-Грина главные оси, его главные значения равны [10] 

( )H KG2 ln 2 1 ,k kε ε= +          (3) 
а компоненты вычисляются по главным значениям с помощью матрицы поворота 
при переходе к главным осям. Для компонент тензора малых деформаций LE  
последнее слагаемое во втором выражении (2) равно нулю. В матричном виде эти 
тензоры записываются через тензор градиентов деформации F  с компонентами 

M ij i jf y x= ∂ ∂  и единичную матрицу I  (верхним индексом T обозначено 
транспонирование) 

( ) ( )KG T L T0.5 , 0.5 .= ⋅ − = + −E F F I E F F I      (4) 
Тензоры деформаций и градиентов деформаций всех возможных вариантов 

мартенситной решетки имеют одинаковые главные значения и шаровую часть,  
но разные направления главных осей. К одной системе координат, связанной  
с мартенситной кристаллической решеткой, могут относиться несколько  
ее вариантов, отличающиеся наклонами ребер (два варианта в случае 
моноклинной решетки). Значения компонент тензора деформации в декартовой 
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системе координат, связанной с аустенитной кристаллической решеткой, 
вычисляются как компоненты матрицы AE  по формуле 

T
A 0 M 0 ,= ⋅ ⋅E A E A          (5) 

где ME  – матрица, состоящая из компонент (2) того же тензора, 0A  – матрица 
поворота координатных осей (косинусов углов между осями координат 
мартенсита и аустенита). Для аустенитной решетки определенной ориентации 
будем иметь mn  вариантов матрицы AE , где m  – число вариантов матрицы ME , 
n  – число вариантов ориентации осей мартенситной решетки, т.е. матрицы 0A . 

Направление осей A1, A2, A3 системы координат, связанной с аустенитной 
решеткой, относительно отсчетной системы координат с осями 1, 2, 3 задается 
тремя углами последовательных поворотов при переходе от отсчетной  
к аустенитной системе координат. Будем считать, что этот переход 
осуществляется путем поворота системы координат вокруг оси 3 против часовой 
стрелки на угол 1ϕ , затем вокруг оси 2* (в которую перешла ось 2) на угол 2ϕ ,  
и наконец, вокруг оси A1 (в которую переходит ось 1 после двух поворотов)  
на угол 3ϕ . Соответствующие матрицы поворота равны 

1 1 2 2

1 1 1 2

2 2

3 3 3

3 3

cos sin 0 cos 0 sin
sin cos 0 , 0 1 0 ,

0 0 1 sin 0 cos

1 0 0
0 cos sin .
0 sin cos

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ

−   
   = =   
   −   
 
 = − 
  

A A

A

 

Тогда компоненты тензора деформации в отсчетной системе координат 
совпадают с компонентами матрицы 

T
A 1 2 3, ,= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅E A E A A A A A  

где матрица AE  вычисляется по формуле (5). 
Как видно, углы 1ϕ  и 2ϕ  однозначно задают направление оси A1 при 

изменении в диапазонах [ ] [ ]1 20, 2 , 2, 2ϕ π ϕ π π∈ ∈ − . Однако равномерное 
разбиение этих диапазонов не приводит к выбору равновероятных направлений 
оси A1 в пространстве (что в результате дальнейшего осреднения деформаций 
приводит к результатам, противоречащим изотропности материала). В этом 
можно убедиться, обратившись к геодезической аналогии, ввиду того, что углы 

1ϕ  и 2ϕ  аналогичны долготе и широте. Набор их значений с шагами 1ϕ∆  и 2ϕ∆  
задает на поверхности сферы радиуса R  сетку меридианов и параллелей, которые 
при пересечении образуют сферические трапеции. Площадь трапеции, 
ограниченной меридианами 1 1 1,ϕ ϕ ϕ+ ∆  и параллелями 2 2 2,ϕ ϕ ϕ+ ∆ , равна 

( )2 2
1 2 2 2sin sin Ω,S R Rϕ ϕ ϕ ϕ= ∆ + ∆ − =    

то есть сама эта площадь и соответствующий телесный угол Ω  уменьшаются при 
приближении к полюсам. Чтобы все пространство было разбито на одинаковые 
телесные углы, нужно выбрать такой ряд значений угла 2ϕ , чтобы 2sinϕ  менялся 
с постоянным шагом. Таким образом, равновероятные ориентации аустенитной 
решетки задаются путем равномерного разбиения диапазонов 
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[ ] [ ] [ ]1 2 30, 2 , sin 1,1 , 0, 2 .ϕ π ϕ ϕ π∈ ∈ − ∈  
Так как кристаллическая решетка аустенпта обладает высокой степенью 
симметрии, эти диапазоны могут быть сокращены. 

Итак, алгоритм расчета предполагает задание ряда равновероятных 
ориентаций аустенитной решетки, для каждой из таких ориентаций выбор 
наиболее энергетически выгодного варианта мартенситной решетки из всех 
возможных и далее осреднение тензоров деформации выбранных вариантов или 
осреднение их тензоров градиентов деформации с итоговым пересчетом  
по формулам (4) и (3). Энергетическая ценность определяется по критерию 
максимальной работы внешних напряжений на деформациях фазового перехода, 
показателем которой является свертка сопряженных тензоров напряжений  
и деформаций [11]: тензора напряжений Коши Σ  с тензором малых деформаций 

LE  ( tr  – след матрицы или первый инвариант) 
( )L LT: tr= ⋅Σ E Σ E  

либо второго тензора напряжений Пиола-Кирхгофа PK2Σ  с тензором конечных 
деформаций Коши-Грина KGE , либо первого тензора напряжений Пиола-
Кирхгофа PK1Σ  с тензором градиентов деформации F  

( ) ( ) 1PK1 T PK2 1 PK1det , .
− −= ⋅ = ⋅Σ F Σ F Σ F Σ  

Если наиболее выгодных вариантов мартенситной решетки больше одного, 
то берется среднее арифметическое соответствующих тензоров деформаций или 
градиентов деформаций. 
 
 

2. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ ДЛЯ РАВНОАТОМНОГО TiNi 
 

В качестве примера СПФ рассмотрим никелид титана равноатоиного 
состава. Его аустенитная фаза имеет ОЦК решетку B2, которая переходит  
в мартенситную моноклинную решетку 9B1 ′ . Упрощенная схема перехода, 
приведенная в [12], показана на рис.1 (более сложная описана в [13]). 
 

 
Рис.1. Схема фазового перехода B2 B19 .′→  

 
Согласно этой схеме прямоугольный параллелепипед, образованный  

из половин четырех ОЦК ячеек, имеющих общее ребро, переходит в наклонный 
параллелепипед с прямоугольным основанием и измененными длинами ребер 
(сдвиг происходит в плоскости M1M3, ромбами отмечены точки пересечения 
линий). Длины ребер и угол наклона согласно [14] равны 
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0 00.3015 нм, 2 0.4264 нм,
0.2889 нм, 0.412 нм, 0.4622 нм, 96.8 .

a a
a b с β

= =

= = = = 

 

В привязке к мартенситной решетке имеем по два тензора деформаций  
и градиентов деформаций с ненулевыми компонентами в осях M1, M2, M3 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

M11 0 M 22 0

M33 0 M13 M31 0

L L
M11 0 M 22 0

L L L
M33 0 M13 M31 0

2 2KG KG
M11 0 M 22 0

2KG KG
M33 0 M13 M3

, , 1 2 ,

cos , sin ,

1, 1,

cos 1, 0.5 sin ,

0.5 0.5 1 , 0.5 0.5 1 ,

0.5 1 ,

f c a f b a

f a a f f a a

c a b a

a a a a

c a b a

a a

λ λ λ

β β

ε λ ε λ

ε β ε ε β

ε ε

ε ε ε

= = =

= = =

= − = −

= − = =

   = − = −   
 = − =  ( )KG 2

1 00.5 sin ,ac aλ β=

 

отличающиеся за счет знака угла сдвига ( )2β β π= ± − . Матрица направляющих 
косинусов 0A  может иметь 6 вариантов 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 3
0 0 0

4 5 6
0 0 0

0 0 0
0 , 0 , 0 ,

0 0 1 0 0 1 0 1 0

0 0 0
0 , 0 , 0 .

0 1 0 1 0 0 1 0 0

λ λ λ λ λ λ
λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ
λ λ λ λ λ λ

−     
     = − = = −     
          
− −     
     = = − =     
          

A A A

A A A

 

Итого при фазовом переходе из аустенитной решетки определенного 
направления могут сформироваться 12 вариантов мартенситной решетки. Нужно 
выбрать тот (или те), при формировании которого заданные внешние напряжения 
совершают максимальную работу. 

Девиаторы предельной фазово-структурной деформации, рассчитанные  
по описанному выше алгоритму в случаях одноосного растяжения и сжатия, 
приведены в Таблице 1. В первой строке находится параметр вида заданного 
напряженного состояния ( ) ( )327det 2 iσµ σ′= Σ , во второй – направляющий 
девиатор напряжений, ниже – полученный девиатор тензора малых деформаций, 
интенсивность деформаций и параметр вида деформированного состояния 

( )L 34det iεµ ε′= E . Как видно, в этих случаях нагружения девиатор L′E  
пропорционален ′Σ , виды деформированного и напряженного состояний 
совпадают. В двух нижних строках таблицы приведены девиаторные части 
тензоров конечных деформаций Коши-Грина и тензора логарифмических 
деформаций Генки, которые тоже пропорциональны ′Σ . Интенсивности 
предельной деформации при растяжении и сжатии отличатся примерно в полтора 
раза, что демонстрирует разносопротивляемость материала. 

В Таблице 2 приведены аналогичные данные для случая действия сдвиговой 
нагрузки в различных плоскостях. 
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Таблица 1. 
Результаты расчета при растяжении и сжатии. 

σµ  1 –1 

′Σ  
















−
−

0.333300
00.33330
000.6667

 














−

0.333300
00.33330
000.6667

 

L′E  
















−
−

0.042400
00.04240
000.0847

 














−

0.030200
00.03020
000.0603

 

iε  0.0847  0.0603  

εµ  1 –1 

KG′E  
















−
−

0.043100
00.04310
000.0861

 














−

0.030500
00.03050
000.0610

 

Н′E  
















−
−

0.041000
00.04100
000.0820

 














−

0.029900
00.02990
000.0597

 

 
Таблица 2. 

Результаты расчета при сдвиге. 

σµ  0 0 

′Σ  
















− 0.577400
000
000.5774

 
















000
000.5774
00.57740

 

L′E  
















−
−

0.054500
00.02630
000.0808

 
















− 0.026300
00.01310.0677
00.06770.0131

 

iε  0.0825  0.0824  

εµ  0.8269  0.8264  

KG′E  
















−
−

0.055000
00.02730
000.0823

 
















− 0.027300
00.01360.0687
00.06870.0136

 

Н′E  
















−
−

0.053800
00.02420
000.0780

 
















− 0.024200
00.01210.0659
00.06590.0121
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Здесь уже тензоры деформаций не пропорциональны направляющему девиатору 
напряжений. Это свойство не зависит от плоскости сдвига, также как 
интенсивность предельных деформаций и значение параметра вида 
деформированного состояния (разница получилась в последнем знаке из-за 
вычислительной погрешности). Вид деформированного состояния близок к 
растяжению, причем дополнительные к пропорциональным компоненты тензора 
деформации сопоставимы с ними по абсолютной величине. Аналогичный эффект 
наблюдается при сложном нагружении. 

Альтернативные расчеты тензоров предельных деформаций через 
осредненные тензоры градиентов деформации приводят к близким результатам. 
Различия значений компонент тензоров сравнимы с вычислительной ошибкой. 

Вычисленный описанным способом девиатор предельной 
кристаллографической деформации фазового перехода C

ijε  однозначно связан  

с направляющим девиатором внешнего напряжения 0
ijσ . Расчеты показывают,  

что главные оси этих девиаторов совпадают, однако главные значения 
пропорциональны только при одноосном растяжении или сжатии. Для описания 
общей зависимости используем выражение 

( ) ( ) ( )C 0 0 X
1 2

3 3 ,
2 2ij ij ij ijσ σε σ ρ µ σ ρ µ σ= +       (6) 

где X
ijσ  – направляющий девиатор, ортогональный 0

ijσ  (их свертка равна нулю)  

и имеющий те же главные оси. Компоненты 0
ijσ  и X

ijσ  в главных осях связаны 
соотношениями 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 20 0 0 0 0 0 0 X X X
1 2 1 2 3 1 2 3 1 2

2 2X X X X 0 0 X 0 0 X
1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

1 , , ,
3

1 , 2 2 0.
3

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ

+ + = = − − = − −

+ + = + + + =
 (7) 

Из последних двух равенств можно найти X
1σ  и X

2σ  с точностью до знака 

( ) ( )X 0 0 X 0 00 0
1 1 2 2 1 22 , 2 .

3 3
δ δσ σ σ σ σ σ−

= + = +      (8) 

Значение переключателя 0δ  (1 или –1) будет установлено далее. 
Согласно выражению (6) компоненты девиатора C

ijε  в главных осях связаны 
с компонентами введенных направляющих девиаторов соотношениями 

( ) ( )C 0 X C 0 X C C C
1 1 1 2 1 2 1 2 2 2 3 1 2

3 3, ,
2 2

ε ρ σ ρ σ ε ρ σ ρ σ ε ε ε= + = + = − −  

откуда с учетом (8) и первого равенства (7) получим 
( ) ( ) ( )C 0 0 C 0 0 C 0 C 0

1 1 1 2 2 1 2 2 0 1 2 2 12 2 , 3 ,ρ ε σ σ ε σ σ ρ δ ε σ ε σ= + + + = −   (9) 

то есть разложение (6) однозначное. Компоненты 0
1σ  и 0

2σ  связаны первым 
соотношением (7) и выражаются через третий инвариант девиатора 0

ijσ  или 
пропорциональный ему параметр вида напряженного состояния σµ . Из расчетов 

C
ijε  следует, что 1 0ρ >  при любом нагружении, а 2 0ρ =  для нагружения типа 

одноосного растяжения или сжатия и 2 0ρ >  при ином нагружении, если третий 
инвариант девиатора X

ijσ  отрицательный. В частности, при сдвиговом нагружении 
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(см. Таблицу 2) X
ijσ  описывает сжатие в поперечном к плоскости сдвига 

направлении. Условие Xdet 0ijσ <  с учетом (7), (8) выполняется при 

( )( )0 0 0 0
0 1 2 1 2sign 9 2 .δ σ σ σ σ = + −         (10) 

Аргумент sign  равен нулю при нагружениях типа одноосного растяжения 
или сжатия. Тогда значение 0δ  не важно, так как согласно расчетам девиаторы C

ijε  

и 0
ijσ  пропорциональны, а 2 0ρ =  по второй формуле (9). 

На рис.2 приведены зависимости интенсивности 2 2
1 2ρ ρ ρ= +  девиатора 

предельной кристаллографической деформации и вычисленных по формулам (9), 
(10) интенсивностей 1ρ , 2ρ  его слагаемых в выражении (6) от параметра вида 
нагружения σµ  для равноатомного TiNi при осреднении тензоров малых 
деформаций. Как видно, это величины одного порядка. 1ρ  растет монотонно  
с увеличением σµ . 2ρ  имеет максимальное значение при 0.9σµ = − . ρ  меняется 
медленно, почти линейно в диапазоне 0.4 1σµ− ≤ ≤  и резко уменьшается при 
приближении нагружения к одноосному сжатию 1σµ = − . 
 

 
Рис.2. Зависимость ρ , 1ρ  и 2ρ  от параметра вида нагружения .σµ  

 
На рис.3 показана зависимость параметра вида предельного 

деформированного состояния при фазовом переходе εµ  от параметра вида 
нагружения σµ , полученная в результате того же расчета. Можно сделать вывод, 
что предельное деформированное и напряженное состояния сплава сильно 
отличаются, кроме состояний, близких к одноосному растяжению или сжатию. 
Поэтому в модели деформирования СПФ следует предположить, что девиатор 
предельной фазово-структурной деформации lim

ijε  связан с 0
ijσ  не как в последнем 

равенстве (1), а подобно выражению (6). 
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Рис.3. Зависимость параметра вида предельного деформированного состояния εµ  

от параметра вида нагружения .σµ  
 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Описан алгоритм расчета тензора предельной неупругой деформации 
поликристаллического СПФ без текстуры, накопленной в результате прямого 
фазового перехода. Этот алгоритм предполагает задание ряда равновероятных 
ориентаций аустенитной решетки, для каждой из таких ориентаций выбор 
наиболее энергетически выгодного варианта мартенситной решетки из всех 
возможных и далее осреднение тензоров деформации выбранных вариантов. 
Энергетическая ценность определяется по критерию максимальной работы 
внешних напряжений на деформации фазового перехода. Для равноатомного 
никелида титана выполнен расчет тензоров предельных деформаций – малых 
деформаций, конечных деформаций Коши-Грина и логарифмических деформаций 
Генки при различных видах нагружения. Изучена зависимость тензора 
предельной неупругой деформации прямого фазового перехода от направляющего 
девиатора внешнего напряжения, связь видов деформированного и напряженного 
состояния. Предложено новое выражение собственной деформации группы 
зародившихся мартенситных образований с дополнительным слагаемым, 
пропорциональным направляющему девиатору, ортогональному к направляющему 
девиатору внешних напряжений. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДЕМПФИРУЮЩИХ СВОЙСТВ 
МЕТАЛЛИЧЕСКОЙ ЛЕНТЫ 3М НА БАЗЕ РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ 

ЗАДАЧИ ДИНАМИКИ ТРЕХСЛОЙНОГО СТЕРЖНЯ  
И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ* 

 
Рабинский Л.Н., Бабайцев А.В., Шестеркин П.С. 

 
ФГБОУ ВО «Московский авиационный институт (национальный 

исследовательский университет)», г. Москва, Россия 
 
 

АННОТАЦИЯ 
 

Одним из методов увеличения сроков эксплуатации циклически нагруженных 
элементов конструкций различного назначения является улучшение демпфирующих 
свойств. Существуют различные способы повышения демпфирования, один из которых – 
использование демпфирующих лент. В работе исследуется влияние демпфирующей ленты 
3М на динамические характеристики трехслойной консольной балки. Представлены 
результаты экспериментальных исследований собственных частот  
и логарифмических декрементов при свободных колебаниях алюминиевой балки-
пластинки без демпфирующих слоев (однослойная балка) и с наклеенными на лицевые 
поверхности демпфирующими слоями (трехслойная балка). Динамические 
характеристики вычислены на основе анализа амплитудно-частотных характеристик, 
полученных методом быстрого преобразования Фурье. Физические константы образцов 
предварительно определены в статических испытаниях.  

Для заданной трехслойной балки Эйлера-Бернулли теоретически определена  
ее низшая собственная частота, проведено ее сравнение с частотой, вычисленной  
на основе модели Тимошенко. Для определения декремента трехслойной балки  
с демпфирующими слоями получено численное решение обратной задачи. 
 
Ключевые слова: демпфирующая лента; трехслойная балка; собственные частоты; 
логарифмический декремент 

 
 

DETERMINATION OF THE DAMPING PROPERTIES  
OF A 3M METAL TAPE BASED ON THE SOLUTION  
OF THE INVERSE PROBLEM OF THE DYNAMICS  

OF A THREE-LAYER ROD AND EXPERIMENTAL DATA 
 

Rabinsky L.N., Babaitsev A.V., Shesterkin P.S. 
 

Moscow Aviation Institute (National Research University), Moscow, Russia 
 
 

ABSTRACT 
 

One of the methods for increasing the service life of stress-cycled structural elements for 
various purposes is to improve the damping capacity. There are various ways to increase damping, 
one of which is the use of damping layers. The article investigates the effect of 3M damping tape 
on the three-layer clamped-free beam dynamic characteristics. The results  
                                                           
* Работа проводилась при финансовой поддержке государственного проекта Министерства 
образования и науки РФ «Код проекта FSFF-2020-0016». 
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of natural frequencies experimental studies and logarithmic decrements for free vibrations of an 
aluminum beam-plate without damping layers (single-layer beam) and with damping layers glued 
to the front surfaces (three-layer beam) are presented. The dynamic characteristics are calculated 
based on the amplitude-frequency characteristics analysis obtained by the fast Fourier transform 
method. The samples’ physical constants are predetermined in static tests. For a given three-layer 
Euler-Bernoulli beam, its lowest natural frequency is theoretically determined and compared with 
the frequency calculated on the basis of the Timoshenko model. To determine the three-layer 
beam decrement with damping layers, a numerical solution of the inverse problem is obtained. 
 
Keywords: damping tape; three-layer beam; natural frequencies; logarithmic decrement 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Анализ динамики механических систем с демпфированием имеет большое 
значение в различных отраслях техники [1]. Несмотря на то, что выбор модели 
демпфирования играет ключевую роль в динамических расчётах, в особенности для 
сложных конструкций [2-5], очень часто для описания процесса демпфирования 
используются простые классические модели [6-8]. Во многих случаях эти модели 
не позволяют описать динамику сооружения с необходимой точностью, так как на 
практике механизмы демпфирования колебаний отличаются большой сложностью 
[9,10]. Выбрать единую модель для реальных инженерных систем крайне сложно; 
в большинстве случаев используются различные приближения. В последние годы 
были предложены и исследованы более сложные модели демпфирования; так, в 
работе [11] исследован мгновенный отклик систем с распределёнными 
параметрами методом передаточных функций. Другие авторы работали над 
невязкими моделями демпфирования. В статье [12] проведено систематическое 
исследование механических систем с демпфированием. 
 
 

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЙ 
 

В данной работе исследуются образцы без демпфирующих слоев, 
представляющие собой металлическую пластину габаритами 
220 мм 20 мм 0,8 мм× ×  и с демпфирующими слоями, когда с двух сторон 
пластины приклеивают демпфирующую ленту толщиной 0,14 мм. Металлическая 
пластина выполнена из алюминиевого сплава 1441, а демпфирующая лента 
разработана фирмой 3М марки 434. Толщина и состав слоя проверялся  
с использованием растрового электронного микроскопа, рис.1. Свойства 
материалов представлены в Таблице 1. Образцы без демпфирующих слоев 
представлены на рис.2а, а с демпфирующими слоями – на рис.2б. Для каждого 
варианта испытывалось по 5 однотипных образцов. 

Механические характеристики, представленные в Таблице 1, определялись 
экспериментально. Представленные результаты для ленты 3М даны для 
металлизированной ленты. Испытания проводились на универсальной 
электромеханической машине Instron 5969. Скорость движения траверсы при 
кинематическом нагружении растяжением составляла 1 мм/мин. Деформации  
в испытаниях на растяжение измерялись с использованием видеоэкстензометра. 
Диаграмма деформирования для образцов из сплава 1441 и ленты 3М марки 434 
представлена на рис.3. 
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Рис.1. Микроскопия ленты 3М. 

 

 
а 

 
б 

Рис.2. Образцы для испытания. а) образцы без демпфирующих слоев; б) образцы с 
приклеенными слоями демпфирующего материала. 

 
Таблица 1. 

Свойства слоев. 
 Е, ГПа v ρ, кг/м3 h, мм 

1441 79 0,33 2600 0,8 
3М 434 70 0,3 2700 0,14 
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Рис.3. Диаграмма деформирования при растяжении (обозначения кривых:  

1 – сплав 1441, 2 – лента 3М 434). 
 

Динамические испытания проводились на образцах с различной длиной 
захвата. Образцы жестко закреплялись струбциной с одного конца, а на другом 
конце задавались нагрузки, приводящие к возникновению затухающих изгибных 
колебаний, преимущественно по первой собственной форме. Для возбуждения 
колебаний по поверхности образца либо ударяли металлическим ударником, либо 
задавалось начальное отклонение конца образца от положения равновесия. 
Регистрация колебаний проводилась с использованием лазерного датчика Laser 
Triangulation Sensors RF603HS. 

Обработка результатов испытаний проводилась с использованием метода 
быстрого преобразования Фурье для получения амплитудно-частотной 
характеристики (АЧХ) реализующихся колебаний [13]. На получаемых АЧХ 
определялся пик, соответствующий первой резонансной частоте. Ширина 
найденного пика позволяет определить логарифмический декремент образца ζ   
на основании соотношения (ГОСТ 30630.1.8-2002, ASTM E756) 

2 1

0

,
2

ω −ω
ζ =

ω
 

где 0ω  – частота резонанса, и 1 2ω < ω  – частоты вблизи резонанса, при которых 

значение амплитуды уменьшается в 2  раз по сравнению с амплитудой резонанса. 

1 

1 

2 

2 
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Полученные результаты зависимости логарифмического декремента  
от амплитуды при длине образца равной 140 мм для собственной частоты, равной 
34 Гц, представлены на рис.4. 
 

 
Рис.4. Зависимость коэффициента демпфирования от амплитуды. 

 
 

АНАЛИТИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ СОБСТВЕННОЙ ЧАСТОТЫ 
ИЗГИБНЫХ КОЛЕБАНИЙ СЛОИСТОЙ КОНСОЛЬНОЙ БАЛКИ 

 
Рассмотрим слоистую балку длиной l , прямоугольного поперечного сечения, 

состоящего из трех слоев: одного несущего слоя из алюминиевого сплава 1441 и 
двух демпфирующих слоев из ленты 3М 434. Толщина несущего слоя равна 

0,8 ммh = , а демпфирующего – 0,14 ммδ =  (Таблица 1). Схема слоистой балки 
представлена на рис.5. 
 

 
Рис.5. Слоистая балка с демпфирующими слоями. 

 
Собственную частоту изгибных колебаний балки в первом приближении 

определим из уравнения движения (1), соответствующего модели Эйлера-
Бернулли 
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( ) ( )4 2
2

4 2

, ,
,

W t x W t x
a

x t
∂ ∂

=
∂ ∂

        (1) 

где ( ),W t x  – прогиб балки, 2 , ,ha t x
D
ρ

=  – время и продольная координата балки, 

3 3 2

1 22

1 2
1 12 12 4

h hD E E
  δ

= + + δ  −µ   
 

– цилиндрическая жесткость, 1 2 12 ,h hρ = ρ + ρ δ ρ  и 2ρ  – плотности несущего  
и демпфирующего слоев, соответственно. 

Для решения поставленной задачи представим прогиб балки в виде 
( ) ( ) ( ), sin .W t x w x t= ω         (2) 

Тогда уравнение относительно амплитуды ( )w x , следующее из (1) и (2), будет 
иметь вид 

( ) ( )
4

4
4 0.

d w x
k w x

dx
+ =          (3) 

В уравнении (3) 4 2 2k a= ω . Решение уравнения (3) будет, в свою очередь, 
иметь вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4sin cos sh ch .w x c kx c kx c kx c kx= + + +     (4) 
Удовлетворяя краевым условиям консольного закрепления в виде (5) 

( ) ( ) ( ) ( )2 3

2 30
0

0 0 0 0
x

x x l x l

dw x d w x d w x
w x

dx dx dx=
= = =

= = = =   (5) 

получим трансцендентное уравнение (6) для определения собственной частоты 
( ) ( )cos ch 1kl kl = −          (6) 

наименьший положительный корень которого – 1,875kl = ; низшую собственную 
частоту изгибных колебаний балки определим в виде 

2

2

1,875 .k al
ω = ω =           (7) 

Для вычисления собственной частоты второго приближения используем 
модель Тимошенко [14] 

( ) ( ) ( )2 2
1 1

2 2

, , ,
0,

W t x W t x t x
F GF GF

t x x
∂ ∂ ∂ϕ

ρ − + =
∂ ∂ ∂

    (8) 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1

2 2

, , ,
, 0.

t x t x W t x
J D GF t x

t x x
∂ ϕ ∂ ϕ ∂ 

ρ − + ϕ − = ∂ ∂ ∂ 
   (9) 

В уравнениях (8) и (9) ϕ  – угол наклона нейтральной линии, обусловленный 
изгибом, F  – площадь поперечного сечения, 1 1, 2F F= , G  – модуль сдвига,  
J  – момент инерции сечения. Выражая из системы уравнений (8)-(9) угол ϕ , 
получаем одно уравнение движения (10) относительно поперечного перемещения 

2 4 4 4

2 4 1 2 2 1 4 0.h W W h J D W h J W
D t x D F GF x t D GF t
ρ ∂ ∂ ρ ∂ ρ ρ ∂ + − + + = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

  (10) 

Представим решение уравнения (10) в виде 
( ) ( ) ( ), sin ,W x w xτ = ϖτ         (11) 
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где , ,к кt = τ ω ϖ = ω ω  тогда для определения собственной частоты  
по Тимошенко получаем обыкновенное дифференциальное уравнение (12) 

( ) ( ) ( ) ( )
4 2

2 2 2 2 2 2 2
4 2 1 0.

d w x d w x
a b a c w x

dx dx
+ ϖ + ϖ ϖ − =    (12) 

В этом выражении 
( )( )

( )
( )

( )( )

2
1 22

3 3 2
1 2

3 3 2
2

1 2

3 3 2 3 3 2

1 2 1 2
2

1 2
1 21 2

2 1
,

12 2 12 4

12 2 12 4
; ,

2 2

2 2
12 12 4 12 12 4

.
21 2

hha
D E h E h

h hJ D Jb
F hG G F h

h h h hE E
D c

GF hG GhG G

ρ + ρ δ −µρ
= =

+ δ + δ

+ δ + δ
= + =

+ δ + δ

   δ δ
+ + δ ρ + ρ + δ   

   = =
+ δ−µ + δ

  (13) 

Используя подстановку Эйлера ( ) xw x Аeλ= , получаем характеристическое 
уравнение четвертого порядка 

( )4 2 2 2 2 2 2 2 2 1 0.a b a cλ + ϖ λ + ϖ ϖ − =       (14) 
Решение уравнения (13) будет иметь вид 

( ) ( )

( )

2 22 2 2 2 2 4 2
2

2 2

24 4 2 .
2 2

2

a ab aa b a a b c

a ab a

ϖ− + ϖ = −α = −ϖ− ϖ ±ϖ ϖ − + 
λ = ≈ 

ϖ − ϖ = α = ϖ

 

(15) 
При пренебрежении в выражении (15) слагаемыми высшего порядка малости 

получим 
2 2
1,2 1,2 3,4: , iλ = ±α λ = ±α λ = ± α        (16) 

и решение уравнения (12) будет иметь вид 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4sin cos sh ch .w x c x c x c x c x= α + α + α + α    (17) 

Граничные условия консольного закрепления будут иметь вид (18) 
( ) ( ) ( ) ( )

0 0
0 , 0, 0, 0.z yx x x l x l

w x x M x Q x
= = = =
= ϕ = = =   (18) 

Краевые условия (18) для балки Тимошенко можно записать в виде [15] 
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

2
2

2

0

2
2

2

2
2

2

0,

1 0,

0,

0.

x

x

x l

x l

w x

d w xd A w x
dx dx

d w x
Bw x

dx

dw x d w xd Cw x B
dx dx dx

=

=

=

=

=

 
+ ϖ + = 

 

 
ϖ + = 
 

 
−ϖ − = 

 

     (19) 

Подставляя выражение (16) в краевые условия (19), получаем систему 
однородных алгебраических уравнений относительно произвольных постоянных 
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( ) ( )
2 4

2 2 2 2
1 3

0,

1 1 0,

c c

A c A c

+ =

+ ϖ −α + + ϖ +α =
 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2
1 2

2 2 2 2
3 4

2 2
1

2 2
2

2 2
3

2 2
4

sin cos

sh ch 0,

sin cos

cos sin

ch sh

sh ch 0.

l B c l B c

l B c l B c

l B С l c

l B С l c

С l B l c

С l B l c

α ϖ −α + α ϖ −α +

+ α ϖ +α + α ϖ +α =

 α ϖ α + α + α + 
 + α ϖ α − α + α + 
 + −α α − ϖ α α + 
 + −α α − ϖ α α = 

   (20) 

Здесь введены обозначения 
2 2 1 2

1
1 2

2, .
2k k

hDA B C
GF G G h G E

ρ + ρ δρ ρ
= ω = ω =

ψ + δ
 

Приравнивая определитель системы (20) нулю, получим трансцендентное 
уравнение (19) для собственной частоты 

( ) ( ) ( ) ( )( ),sin ,cos ,sh ,ch 0.kl kl kl kl klΦ =      (21) 
Выражение (21) в развернутом виде имеет громоздкий вид и здесь  

не приводятся. Численное решение уравнения (21) дает наименьший 
положительный корень 1,731kl = . Сравнивая это решение с результатами, 
полученными для балки Эйлера-Бернулли, можно сделать вывод, что решения 
достаточно близки и дальнейшее решение задачи на определение низшей 
собственной частоты изгибных колебаний вполне можно получить на базе модели 
Бернулли. 
 
 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ФИЗИЧЕСКИХ КОНСТАНТ ЛЕНТЫ 3М НА ОСНОВЕ 
ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 

 
Для определения коэффициентов демпфирования решим обратную задачу. 

Для этого в коэффициенты для демпфирующих полос введем комплексный модуль 
сдвига ( )2,3 2 *1G G iG= + , где ( )* 0,1G ∈  тогда выражения для коэффициентов 
уравнения (13) примут вид 

 
( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2 *2
1 12 2

1 2 * 1 2 2 *

1 2 2 *
1 12 2 2 2

1 2 2 * 1 2 2 *

2 2
,

2 1 2 2

2 2, ,
2 2 2 2

D hG G i G GJ D Jb i
F hG G iG F hG G G G

D hG G G GJ
F hG G G G hG G G G

+ δ − δ
= + = + = α + β

+ δ + + δ − δ

+ δ δ
α = + β = −

+ δ − δ + δ − δ

 

 
( )

3 3 2

1 2
2

1 2 *

2
12 12 4

2 1

h h

c
hG G iG

 δ
ρ + ρ + δ 

 = =
+ δ +
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( )

( ) ( )

3 3 2

1 2 1 2 2 *

2 22 2
1 2 2 *

2 2 2
12 12 4

,
2 2

h h hG G i G G
i

hG G G G

  δ
ρ + ρ + δ + δ − δ  

  = = α + β
+ δ − δ

 

( )

( ) ( )

( ) ( )

3 3 2

1 2 1

2 2 2
1 2 2 *

3 3 2

1 2 2

2 2 2
1 2 2 *

2 2
12 12 4

,
2 2

2 2
12 12 4

,
2 2

h h hG G

hG G G G

h h G G

hG G G G

  δ
ρ + ρ + δ + δ  

  α =
+ δ − δ

  δ
ρ + ρ + δ δ  

  β = −
+ δ − δ

     (22) 

дискриминант в выражении (15) примем в виде (23) 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

22 2 4 2 2
1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2
3 1 1 2 3 1 1 2

4 4 4 4 ,

4 4, 2 4 .

a b c a i i i

a a

ϖ − + = α + β − α + β + = α + β

α = ϖ α −β − α + β = ϖ α β − β
  (23) 

Тогда выражение (15) примет вид (24) 
( ) ( ) ( )

22 2
1 1 3 32 2 2Re Im .

2
a i a i

i
− α + β ϖ ±ϖ α + β

λ = = λ + λ   (24) 

Решение этого уравнения будет 
( ) 1 1 2 2

1 2 3 4 .x x x xw x c e c e c e c eη −η η −η= + + +       (25) 
Удовлетворяя граничным условиям (16)-(17), получаем систему однородных 

алгебраических уравнений (26) относительно произвольных постоянных 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

1 1

2 2

1 1

2

1 2 3 4

2 2 2 2
1 1 1 1 1 2

2 2 2 2
2 2 3 2 2 3

2 2 2 2
1 1 1 2

2 2 2 2
2 3 2 4

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 2

2 2
2 2 2 3 2

0,

1 1

1 1 0,

0,

l l

l l

l l

l

c c c c

A c A c

A c A c

B e c B e c

B e c B e c

С B e c С B e c

С B e c С

η −η

η −η

η −η

η

+ + + =

+ ϖ +η η − + ϖ +η η +

= + ϖ +η η − + ϖ +η η =

ϖ +η + ϖ +η +

+ ϖ +η + ϖ +η =

−η − ϖ η η + −η − ϖ η η +

+ −η − ϖ η η + −η( ) 22 2
2 2 4 0.lB e c−η− ϖ η η =

  (26) 

Приравнивая определитель системы (26) нулю, получим трансцендентное 
уравнение (27) 

( ) ( )1 2 1,2 1,2 *, 0, ; , .l l GΦ η η = η = η ω ω∈

      (27) 

На рис.6 приведена зависимость левой части (27) от ( )2Im ϖ  при 

фиксированном значении ( )2Re ϖ . 

( )2
* 0.23, Re 1.7.mI Gϖ = ϖ =  

Варьируя коэффициент *G  в пределах от 0 до 1, получаем при постоянном 

значении ( )2Re ϖ  по графику, приведенному на рис.6, параметр Imϖ , 
соответствующий корню уравнения (27) с наименьшей положительной 
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действительной частью. При этом * 0.23G = . Далее по формуле (28) вычисляется 
логарифмический декремент 

Im 0,042 2 0,145.
Re 1,731

ϖ
λ = π = π ≈

ϖ
        (28) 

Этот результат достаточно хорошо согласуется с экспериментальными 
данными (рис.4), что говорит об адекватности проделанных вычислений. 
 

 
Рис.6. Нули трансцендентного уравнения от мнимой части частоты. 

 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Представлены результаты статических и динамических испытаний образцов 
без и с демпфирующими лентами. Определены динамические характеристики 
трехслойных балок. Установлена зависимость изменения коэффициента 
демпфирования от амплитуды для образцов с и без демпфирующих лент для 
разных амплитуд. 

Для проверки проведенных экспериментальных исследований решается 
обратная задача по определению логарифмического декремента затухания. 
Показано, что для определения собственной частоты балки достаточно 
использовать балку Кирхгофа, для определения коэффициента демпфирования 
балку Тимошенко. 
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ОБОБЩЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ РАУСА В ТЕОРИИ ОРТОТРОПНЫХ 
ОБОЛОЧЕК N-ГО ПОРЯДКА И ИХ ПРИЛОЖЕНИЕ К ЗАДАЧАМ  

О ДИСПЕРСИИ НОРМАЛЬНЫХ ВОЛН* 
 

Жаворонок С.И., Курбатов А.С. 
 

ФГБУН Институт прикладной механики РАН, г. Москва, Россия 
ФГБОУ ВО «Московский авиационный институт (Национальный 

исследовательский университет)», г. Москва, Россия 
НИУ Московский государственный строительный университет,  

г. Москва, Россия 
 
 

АННОТАЦИЯ 
 

Предложена новая формулировка начально-краевой задачи теории N-го порядка 
ортотропных оболочек, основанная на методах аналитической механики континуальных 
систем. Введена некоторая гладкая базисная поверхность, и на двумерном многообразии, 
соответствующем данной поверхности, определены криволинейные координаты. Модель 
нетонкой оболочки как трехмерного упругого тела определена множеством переменных 
поля первого рода, пространственной и граничной плотностями функционала Лагранжа. 
В качестве переменной поля первого рода рассмотрен псевдовектор перемещения, 
заданный ковариантными компонентами вектора истинного перемещения в базисе 
касательного расслоения двумерного многообразия. Компоненты псевдовектора 
обобщенного напряжения на площадках с нормалью, сонаправленной базисному вектору 
одной из криволинейных координат базисной поверхности, определены 
дифференцированием пространственной плотности функционала Лагранжа  
по ковариантным производным компонентов псевдовектора перемещения по выбранному 
направлению. Преобразованием Лежандра пространственной плотности функционала 
Лагранжа по данным ковариантным производным переменной поля получена 
пространственная плотность смешанного функционала, зависящего от переменных 
состояния – введенного псевдовектора напряжения, псевдовекторов перемещения  
и скорости, а также ковариантных производных компонентов псевдовектора 
перемещения по второму координатному направлению. Введена биортогональная 
базисная система функций нормальной координаты, определена система новых 
переменных состояния, заданных на касательном расслоении двумерного многообразия, 
соответствующего базисной поверхности, коэффициентами разложения переменных 
состояния по биортогональному базису. Поверхностная и контурная плотности 
смешанного функционала, определяющего двумерную модель оболочки, порождаются 
соответствующей редукцией пространственной и граничной плотностей смешанного 
функционала при удержании N+1 коэффициента разложения. Уравнения Эйлера-
Лагранжа, вытекающие из принципа Гамильтона-Остроградского, разрешены 
относительно ковариантных производных новых переменных состояния  
и в определенном смысле эквивалентны уравнениям Рауса механики дискретных систем. 
Приложение обобщенных уравнений Рауса теории оболочек N-го порядка к задачам  
о дисперсии нормальных волн приводит к спектральной задаче, линейной относительно 
волнового числа, позволяющей построить действительные, мнимые и комплексные ветви 
дисперсионных кривых, соответствующие распространяющимся и затухающим модам. 

                                                           
* Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда  
(проект №22-21-00800). 
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Для изотропного плоского слоя получено решение спектральной задачи и исследована 
сходимость решения на базе теории N-го порядка для мнимых ветвей к точному решению 
во втором квадранте комплексной плоскости в некоторых узлах решетки Миндлина. 
 
Ключевые слова: оболочки ортотропные; теория N-го порядка; динамика 
аналитическая; системы Лагранжевы; Лежандра преобразование; Рауса уравнения 
обобщенные; волны нормальные; ветви дисперсионные; моды затухающие 

 
 

THE GENERALIZED ROUTH EQUATIONS IN THE ORTHOTROPIC 
SHELL THEORY OF N-TH ORDER AND THEIR APPLICATION  

TO NORMAL WAVE DISPERSION PROBLEMS 
 

Zhavoronok S.I., Kurbatov A.S. 
 

Institute of Applied Mechanics of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia 
Moscow Aviation Institute (National Research University), Moscow, Russia 

National Research University MGSU, Moscow, Russia 
 
 

ABSTRACT 
 

A new formulation of the initial-boundary value problem of the N-th order orthotropic 
shells theory based on the methods of analytical mechanics of continuum systems is proposed 
below. Some smooth base surface is introduced, and curvilinear coordinates are determined  
on the two-dimensional manifold corresponding to the base surface. The model of a non-thin 
shell as a three-dimensional elastic body is defined by a set of field variables of the first kind, 
and the spatial and boundary densities of the Lagrange functional. As a field variable of the first 
kind, a pseudovector of displacement is considered, given by covariant components of the 
vector of true displacement in the basis of the tangent bundle of a two-dimensional manifold. 
The components of the generalized stress pseudovector on sections with normal unit co-directed 
to the base vector of one of the curvilinear coordinates are defined by differentiating the spatial 
density of the Lagrange functional by covariant derivatives of the components of the 
displacement pseudovector in the selected direction. By Legendre transformation of the spatial 
density of the Lagrange functional with respect to to the covariant derivatives of the field 
variables, the spatial density of the mixed functional is obtained, depending on the state 
variables – the introduced stress pseudovector, displacement and velocity pseudovectors, as well 
as covariant derivatives of the components of the displacement pseudovector in the second 
coordinate direction. A biorthogonal base system of functions of the dimensionless normal 
coordinate is introduced, a system of new state variables defined on the tangent bundle of a two-
dimensional manifold corresponding to the basis surface is determined by the series coefficients 
of state variables with respect to the biorthogonal base system. The surface and contour 
densities of the mixed functional defining the two-dimensional shell model are obtained by the 
corresponding reduction of the spatial and boundary densities of the mixed functional while 
retaining first N+1 series coefficient. The Euler-Lagrange equations, which follow from the 
Hamilton-Ostrogradsky principle, are resolved hence with respect to covariant derivatives  
of new state variables and, in a certain sense, are equivalent to the known Routh equations  
of the analytical mechanics of discrete systems. The application of the generalized Routh 
equations of the N-th order shell theory to problems of normal wave dispersion leads to a 
spectral problem linear with respect to the wavenumber, which allows one to construct as well 
real as imaginary and complex branches of dispersion curves corresponding to propagating and 
evanescent wave modes. A solution of the spectral problem for an isotropic plane layer  
is obtained and the solution convergence based on the N-th order theory to the exact solution  
in the second quadrant of the complex plane at some nodes of the Mindlin grid is studied  
for imaginary branches. 
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Keywords: orthotropic shells; shell theory of N-th order; analytical dynamics of continua; 
Lagrangian systems; Legendre transform; generalized Routh equations; normal waves; 
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ВВЕДЕНИЕ 
 

Решение задачи о дисперсии нормальных волн в тонкостенных волноводах 
является теоретической основой разработки методов неразрушающего контроля  
и выявления дефектов в различных элементах из композиционных материалов [1] 
– как слоистых, так и функционально-градиентных [2,3]. Полное исследование 
дисперсии требует построения не только действительных ветвей дисперсионных 
кривых, соответствующих распространяющимся модам нормальных волн,  
но также мнимых и комплексных ветвей, соответствующих затухающим модам.  
С теоретической точки зрения роль комплексных корней особенно важна «…для 
построения полных наборов частных решений, дающих возможность 
удовлетворить граничным условиям на торцах волновода» ([4], с.128).  
В инженерной практике затухающие нормальных волны играют существенную 
роль в неразрушающей диагностике. Так, автор работы [5] доказал возможность 
экспериментального обнаружения усталостных трещин, излучающих затухающие 
моды, которые «… вносят значительный вклад в локальные амплитуды моды 
(волн) Лэмба на границе трещины»† ([5], с. 134). Известные методы передаточных 
и реверберационных матриц (см. обзор [2]), одним из ключевых недостатков 
которых является неустойчивость решения либо на высоких, либо на низких 
частотах [2], а также метод глобальных матриц требуют сложных итерационных 
алгоритмов вычисления корней трансцендентного характеристического 
уравнения, особенно комплексных [2]; к решению трансцендентного уравнения 
сводится и метод степенных рядов (см. напр. [6]). Эффективной альтернативой 
являются методы полуаналитических конечных элементов ([7,8], см. также обзор 
[3]) и особенно метод, именуемый зарубежными авторами «методом 
ортогональных полиномов», предложенный в работах [9-11], основанный  
на разложении неизвестных задачи в обобщенные ряды Фурье по некоторой 
ортогональной системе (напр., для слоя – по полиномам Лежандра); таким 
образом, осуществляется пространственная редукция модели волновода  
в трансверсальном направлении. Заметным преимуществом данного подхода 
является приведение задачи о дисперсии волн к спектральной задаче 

( ) 2 0,κ −ω =A I  где собственным значением в исходном варианте метода [9-14] 

является квадрат фазовой частоты волны ( )2 ,ω κ  κ  – волновое число; алгоритмы 
численного решения спектральных задач, как правило, устойчивы. Метод 
применим в случае слоистых волноводов с близкими свойствами слоев [12], 
функционально-градиентных волноводов различной формы [13,14] и допускает 
обобщение на случай слоистых волноводов с существенно различными 
физическими константами слоев [15,16] (см. также обзор [3]), а также на случай 
моментно-упругих материалов [17]. Вычисление эффективных упругих 
постоянных двумерной модели волновода для неоднородного материала сводится 
к операции интегрирования, причем использование известных рекуррентных 

                                                           
† Crack-induced NPLs are the attractive feature to identify and localize an invisible crack, because they 
… significantly contribute to local Lamb mode amplitudes at a crack interface 
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соотношений для ортогональных полиномов [18] существенно снижает затраты 
машинного времени [19,20]. 

Построение мнимых и комплексных ветвей дисперсионных кривых  
на основе метода ортогональных полиномов не приводит к вычислительным 
затруднениям, но требует перехода к спектральной задаче ( ) 0,ω − κ =B I  

линейной относительно волнового числа ( )κ ω . Большинством авторов такой 
переход осуществляется на этапе постановки спектральной задачи введением 
переменной ( ) ( )k k

i iP U= κ , где ( )k
iU  – амплитуда перемещения, соответствующее k-й 

базисной функции ( ) ( )p k ζ , ζ  – трансверсальная координата [21-23]. Уравнения 
движения формулируются, как и в случае традиционного метода ортогональных 
полиномов, в обобщенных перемещениях. В работе [21] построены 
дисперсионные ветви распространяющихся и затухающих волн для однородного, 
в [24] – функционально-градиентного пьезоупругого цилиндрического волновода 
секториального сечения; в работе [23] – для окружных волн в пьезоупругой, в [22] 
– упругой функционально-градиентной, а в [25] – в ортотропной упругой пологой 
сферической оболочке из волокнистого композиционного материала. Позднее 
авторами решены задачи о дисперсии волн в вязкоупругих волноводах: 
функционально-градиентном полом цилиндре [26] на базе модели Кельвина-
Фойхта и пластине с предварительными напряжениями [27] на основе модели 
дробного порядка. Наконец, в [28] приводятся результаты для термоупругого 
призматического волновода, полученные на основе теории Грина-Линдси. 

Следует заметить, что «метод ортогональных полиномов» представляет 
собой одно из приложений общей «трехмерной» (в соответствии с терминологией 
А.А. Амосова [29]) теории оболочек к рассматриваемому классу стационарных 
задач динамики тонких тел. Здесь и далее под теориями оболочки понимаются 
модели, формулируемые в терминах двумерного многообразия S  [30]  
и являющиеся континуально-дискретными [31]. Трехмерные теории оболочек, 
допускающие адекватное приближение напряженно-деформированного состояния 
в т.н. областях неприводимости (т.е. в тех областях 3V V∈ , где трехмерное поле 
тензора напряжения ( )M ′σ , 3M V′∈  не может быть с допустимой погрешностью 

восстановлено по главному вектору ( )MT  и главному моменту ( )MM  
внутренних сил, заданных на соответствующей подобласти 3S S⊆  двумерного 
многообразия [31]), подразумевают введение дополнительных степеней свободы, 
кроме вектора перемещения ( )Mu  и, возможно, вектора вращения ( )Mφ , 
M S∈ . Так как решение проблемы приведения трехмерной начально-краевой 
задачи механики деформируемого твердого тела к двумерной задаче теории 
оболочек не единственно [31], существуют различные классы трехмерных теорий, 
основанные на разных методах приведения: полуобратном (т.е. методе гипотез) 
[32], асимптотическом интегрировании уравнений механики деформируемого 
твердого тела [33-36], вариационно-асимптотическом подходе [37], методе 
множественных базовых поверхностей (напр., [38,39]), разложении неизвестных  
в ряды Маклорена [31] или ряды Фурье по некоторой системе базисных функций 
нормальной координаты [29,31,40], и др. (см. напр. обзорные работы [41,42]). 
Приложение метода гипотез к задачам динамики оболочек ограничивается,  
в основном, низкочастотными приближениями и низшими ветвями 
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дисперсионных кривых; кроме того, построение полуобратным методом 
непротиворечивых теорий высокого порядка затруднительно [43-45]. 
Асимптотический подход – как к построению двумерных моделей [35],  
так и к анализу решений на их основе [46] – является на текущий момент 
наиболее эффективным инструментом качественного анализа динамики тонкого 
неоднородного тела [47], позволяя выявлять новые эффекты (кромочные волны  
в пластинах [48] и оболочках [49], волны в наследственно-упругих волноводах 
[50] и вязкоупругих волноводах [51], низкочастотные волны в кровеносных 
сосудах [52] и др.). однако, построение высших приближений (там, где они 
необходимы) на базе асимптотического сталкивается с трудностями, особенно  
в случае неоднородных тел. В свою очередь, метод редукции пространственной 
размерности трехмерной задачи механики деформируемого твердого тела, 
предложенный в работах [29,40,53-57] и ряде других обладает рядом 
преимуществ: в первую очередь, обеспечивает построение иерархии моделей 
различного порядка на основе единой формулировки [29,58], кроме того,  
«… иерархические модели, полученные таким образом, способны 
аппроксимировать решение полной трехмерной задачи… в различных нормах, 
что не свойственно моделям, полученным, например, с помощью методов 
асимптотического разложения»‡ ([59], с.2). В качестве системы базисных 
функций в пространстве [ ]1,1H −  при построении теорий оболочек вводятся, как 

правило, ортогональные на отрезке [ ]1,1−  полиномы Лежандра [40,53-57,60-63] 
(либо полиномы Чебышёва [64]). Таким образом, редукционный подход к 
построению иерархических теорий оболочек высокого порядка идентичен методу 
ортогональных полиномов в задачах о дисперсии нормальных волн [1] и приводит 
к начально-краевой задаче динамики тонкого тела, обеспечивая моделирование 
криволинейных волноводов различной формы и решение нестационарных задач 
для оболочек (см. напр. монографию [53]). 

Из представления Н.А. Кильчевского об оболочке как системе  
с редуцированным числом степеней свободы в направлении, нормальном 
базисной поверхности [31], иерархического подхода А.А. Амосова к построению 
теорий оболочек высшего порядка [29] и возможности распространения 
вариационного формализма аналитической динамики на континуальные системы 
[65] следует дальнейшее развитие иерархической теории оболочек как двумерных 
Лагранжевых систем. Модель оболочки [66-68] задается на двумерном 
многообразии, соответствующем некоторой гладкой базисной поверхности  
(в общем случае не срединной) конфигурационным пространством  
с переменными поля первого рода [65], определенными коэффициентами 
разложения вектора перемещения по биортогональной системе базисных функций 
нормальной координаты, поверхностной и контурной плотностями функционала 
Лагранжа, вытекающими из пространственной и граничной плотностей 
Лагранжиана в результате редукции; удержание 1N +  члена в частичной сумме 
порождает теорию N-го порядка [29,66]. Уравнения движения оболочки [66-68] 
являются уравнениями Лагранжа второго рода двумерной континуальной 
системы. Приложения теории N -го порядка к задачам о дисперсии нормальных 
волн в упругих системах рассмотрено в работах [69-79]. В статье [69] получена 
                                                           
‡ The hierarchical models obtained in this way are capable of approximating the solution of the full,  
three-dimensional problem… in various norms, a feature not shared by models obtained from, for 
example, asymptotic expansion techniques. 
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формулировка спектральной задачи и показана сходимость решений в плоском 
упругом слое, полученных на базе теорий различного порядка, к точному 
решению задачи Рэлея-Лэмба [4] для частот запирания распространяющихся мод 
нормальных волн, а в [71] – при некоторых характерных ненулевых значениях 
волнового числа. В работе [70] показана сходимость форм распространяющихся 
мод на частотах запирания, вытекающих из приближенного решения, к точному 
решению [4] по норме евклидова пространства. В статье [72] исследовано явление 
т.н. «обратной волны» [4], т.е. второй дисперсионной ветви продольных мод  
в области отрицательных групповых скоростей, и показана достаточность теорий 
6-7 порядков для его описания, а в [73] построены формы продольной волны  
в области 0gc < . Следует заметить, что применение в общем случае 
биортогональных разложений и ковариантная формулировка уравнений движения 
теории оболочек N-го порядка [68] позволяет применять в качестве базиса, 
помимо ортогональных полиномов, также и финитные функции формы;  
в последнем случае приложение теории к задачам о дисперсии нормальных волн 
приводит к спектральной задаче, соответствующей полуаналитическому методу 
конечных элементов; сравнение сходимости решений, полученных на основе 
единой формулировки иерархической теории оболочек при использовании 
полиномиального и финитного базисов приведено в статье [78]. Таким образом, 
как метод ортогональных полиномов, так и метод полуаналитических конечных 
элементов являются частными случаями теории оболочек N-го порядка в классе 
задач о дисперсии нормальных волн в тонкостенных упругих волноводах. 

Сходимость решения спектральной задачи зависит в том числе  
от удовлетворения условиям отражения волн на поверхностях волновода [4],  
т.е. от краевых условий на лицевых поверхностях оболочки. Вариационный 
формализм аналитической динамики континуальных систем позволяет 
обеспечить точное удовлетворение краевых условий, переносимых на базисную 
поверхность оболочки и рассматриваемых в качестве уравнений связей 
вариационной задачи [74]; уравнения движения строятся методом множителей 
Лагранжа [74,77]. Решение спектральной задачи в данном случае возможно как 
путем исключения множителей с переходом к вырожденной обобщенной 
спектральной задаче, так и на базе метода Голуба [80] решения задачи  
о стационарных значениях с ограничениями [75-77,79]. Сравнение решений при 
учете или пренебрежении связями, показывает заметное снижение эффектов 
запирания в том случае, когда краевые условия на лицевых поверхностях 
удовлетворены точно [77]. 

Вариационная формулировка теории N-го порядка обеспечивает 
определение приведенных упругих постоянных материала волновода, 
неоднородного по толщине, как на основе численного интегрирования,  
так и в случае применения в качестве базиса систем ортогональных полиномов 
[18] аналитически с помощью рекуррентных соотношений (аналогично работам). 
Решение задачи о дисперсии волн в неоднородном функционально-градиентном 
слое получено в работах [78] (для слоя со степенным законом распределения 
объемных долей структурных составляющих по толщине плоского волновода 
симметричной структуры) и [76] (для слоя несимметричной структуры), 
исследована сходимость решения спектральной задачи по частотам запирания, 
построены профили компонентов тензора напряжения, соответствующие формам 
нормальных волн, при нулевом волновом числе [79]. 
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Таким образом, показано, что «трехмерная» теория оболочек N-го порядка 
является основой для решения задач о дисперсии распространяющихся волн  
в упругих неоднородных волноводах, обеспечивая вполне удовлетворительную 
сходимость решения при использовании как ортогонального полиномиального 
базиса, так и финитных функций формы на базе единого формализма. Однако 
полное решение задач о дисперсии волн требует описания не только 
исследованных в цитируемых выше работах распространяющихся мод 
(соответствующих действительным собственным значениям, определяемым 
спектральной задачей, квадратичной как относительно фазовой частоты,  
так и волнового числа), но и затухающих мод (соответствующих как мнимым,  
так и комплексным собственным значениям). Такие решения на базе теории 
оболочек N -го порядка до сих пор получены не были. Вычисление комплексных 
собственных значений возможно при переходе к спектральной задаче, линейной 
относительно волнового числа при рассмотрении фазовой частоты как параметра. 
В известных работах такой переход осуществляется апостериори путем замены 
переменной. В то же время Лагранжев формализм аналитической динамики 
континуальных систем позволяет, применяя преобразование Лежандра, 
естественным образом построить системы уравнений, разрешенных относительно 
производных первого порядка по одной из пространственных переменных и тем 
самым получить требуемую формулировку спектральной задачи, линейной 
относительно волнового числа; при этом вводимые новые переменные имеют 
физический смысл обобщенных усилий. Данный подход схож с квази-
Гамильтоновым формализмом [81-85], однако отличается от метода решения 
задач о дисперсии волн, основанного на формализме фазового пространства [86-
92]. В самом деле, работы [81,82] посвящены решению пространственных задач 
статики упругих тел (криволинейных призматических стержней [81,82], 
ортотропных и анизотропных упругих и пьузоупругих пластин [83,84]  
и трансверсально-изотропных цилиндров [85]) путем преобразования 
функционала Лагранжа по частным производным, соответствующим некоторой 
выбранной координате. Доказываются симплектические свойства полученных  
в результате преобразования матричных операторов системы разрешающих 
уравнений, и строятся решения соответствующих спектральных задач. В работах 
[86-92] в качестве выделенной рассматривается трансверсальная координата; 
задача, тем не менее, сводится к одному векторному уравнению в производных 
второго порядка по данной координате; для решения данного уравнения далее 
применяется разложение неизвестной в обобщенный ряд Фурье по полиномам 
Лежандра, тогда как дальнейшее преобразование к спектральной задаче, 
линейной относительно волнового числа, осуществляется аналогично работам 
[21-28]. Согласно терминологии авторов [81-82], полученные уравнения первого 
порядка именуются Гамильтоновыми; ниже используется терминология 
Н.А. Кильчевского [65], в соответствии с которой квазиканоническими 
гамильтоновыми именуются уравнения не содержащие пространственных  
или временных производных выше первого порядка. В данной статье описано 
построение смешанного вариационного функционала для произвольной 
ортотропной оболочки на базе общей формулировки функционала Лагранжа 
теории оболочек N-го порядка и уравнений, являющихся условиями  
его экстремали и разрешенных относительно ковариантных производных первого 
порядка по одной из координат на двумерном многообразии. Данные уравнения, 
содержащие производные второго порядка по времени и второй криволинейной 
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координате, в определенном смысле аналогичны известным уравнениям Рауса 
аналитической механики. Рассмотрено приложение уравнений Рауса к решению 
задачи о дисперсии распространяющихся и затухающих волн в упругом слое; 
показана сходимость решения для дисперсионных ветвей, соответствующих 
мнимым волновым числам. 
 
 

1. ТРЕХМЕРНАЯ ВАРИАЦИОННАЯ ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ 
ДИНЕМИКИ ОРТОТРОПНОЙ ОБОЛОЧКИ 

 

1.1. Основные геометрические соотношения. 
 

Геометрической моделью оболочки, как двумерного континуума [66,68], 
является гладкое двумерное многообразие S  с определенными на нем 
криволинейными координатами 2Dξ

αξ ∈ ⊆   [55]. Здесь и далее, где не указано 
иное, греческие индексы пробегают значения 1,2. Касательное расслоение TS  

{ }2, ;: , ,M
M S

MTS T T SS d dα α
α α

α
α α

∈

= = ∂ ∈ ∂ ≡ ∂ ∂= ξξ ξr r r 



 (1.1) 

задано полями векторов , 1, 2α α =r  ковариантного базиса; M S∀ ∈  ( ) ( )M α= ξr r  

– радиус-вектор, оснащено метрикой a βαβ α= ⋅rr , ( )deta aαβ=  [68,93]; далее всюду 
принято правило Эйнштейна суммирования по повторяющемуся индексу. 
Нормальное расслоение NS  многообразия S  определено так [93] 

{ }21, : ,,M
M S

MNS N S N d dS
∈

= = ζ = ∧ ζ∈n n r r 



   (1.2) 

здесь и далее символами « ⋅» и «∧ » обозначены скалярное и векторное 
произведения, ,a a aα αγ αγ α

γ βγ β= = δr r . Ковариантные компоненты тензора 
кривизны S , определенные соотношениями Вайнгартена b α βαβ = −∂ ⋅n r ; 

c b bγαβ α γβ=  – компоненты тензора третьей квадратичной формы. Векторные поля 

Ковариантное дифференцирование на TS  далее обозначено символом α∇ . Для 
произвольного векторного поля на TS NS⊕  справедлива запись 3u uα

α= +u r n . 
Моделью оболочки как трехмерного тела является многообразие 3V ⊂  , 

,, BV V V V S S±= ∪∂ ∂ = +  где S±  – лицевые поверхности оболочки, BS  – ее 
боковая поверхность. Пусть S  – базовая поверхность V , т.е. [ ]1 1, ,α ∈ −ξ ζ  – 
нормально связанная с S  пространственная система криволинейных координат 
[40], такая, что ( ) ( ) ( )MM V hα α∀ ′∈ ′ = ξ + ζ ξR r n  [68], где h  – толщина 

оболочки (предположим далее ( )h h α≠ ξ ). Расслоение многообразия V  
определено следующим образом 

{ }2

,

: , ;,

MVM

M

TV T V

T V d d ddα
αα α

′′∈

α
′

=

= ξ + ζ ∂ ξ ∈ ∈= ζRnR R  



    (1.3) 

для произвольного векторного поля на TV  справедлива запись 3u uα
α= +u R n . 

Базисы TV  и TS NS⊕  связаны уравнениями параллельного переноса [40]  
, ; , ; ,A A A A A h bα β α β β⋅β α⋅ β⋅ ⋅α ⋅β

α⋅ ⋅β ⋅
β

α β α βα β⋅ α⋅ α α= = = = = δ − ζR r R r r R r R  (1.4) 
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( ) 2 21 2 , 1 2 ,a aA h H h b h H h K
g g

β β
α

⋅
⋅α α
β  = − ζ δ + ζ = − ζ + ζ   

( )1
2 , det , ,K b H b A A⋅β β⋅α β

α α α⋅ ⋅α= =  являются компонентами тензоров 1, −A A  [93] 

1

;

,

A A

A A

α α α
α β α β

−

⋅β ⋅β
α⋅ ⋅

β⋅ ⋅ β
α

α
⋅

α
β ⋅α βα

α

= + = + = +

= + = + = +

A R r nn r r nn R R nn

A r R nn R R nn r r nn
 

аналогичных градиентам места в нелинейной теории упругости [94] 

1 1

;
: , : .

: , :NS TV T S NS
T S NS T V TV

V
S S

TS T
T N− −

⊕ → → ⊕

⊕ → → ⊕

A
A

A
A

 

 
     (1.5) 

Здесь введены обозначения кокасательных расслоений T S  и T V  
{ }
{ }

2

2

, : ;

, : .
M MS

MV

M

MM

T S T T S

T V T V T d

S

V
∈

′

α
α α

α
′∈ α α′

= = β β

= = β + ζ β

∈

∈

r

R n









  

  
 

 
1.2. Кинематика деформирования оболочки как трехмерного тела. 

 

Пусть ( ), ,M tζu  – поле вектора перемещения, являющегося в терминах 
Лагранжевой механики континуальных систем [65] переменной поля I рода 

( ) { }( ) ( ) { }( )1
3 , , : 0 0 .t Vu u T V Cβ α

β + ++ = × ∪ →ξ × ∪ζR n u  

  (1.6) 
В силу (1.1), (1.2), (1.3) и (1.5) существует биективное отображение [93] 

[ ],1,1T S NT V S⊕ ×= −          (1.7) 

и поле вектора перемещения (1.6) может быть задано на [ ]1,1T S NS⊕ × −  

[ ] { }( )
[ ] ( ) { }( )

3

1

1,1 0

1,1 ,

:

0

u u

T S NS C

Sβ
β +

+

+ = × − × ∪ →

→ ⊕ × − × ∪

r un 



 
     (1.8) 

т.е. переменная поля первого рода определена в базисе ,αr n , не зависящем от ζ . 
Компоненты вектора u  на T SS N⊕  и на T V  связаны соотношениями (1.9) 

, .u A u u A u⋅α γ⋅
γ⋅ α γ⋅αγ α= =          (1.9) 

Введем вектор квазиперемещения U , определенный следующим образом 
3 .u uα

α= = +⋅U u rA n                  (1.10) 
Пусть α

α ζ= ∂ ∂+∇ R n  – оператор «набла» на TV  [68]; с учетом (1.8) тензор 
дисторсии ⊗=∇d u  записывается в двухточечном представлении [66] 

{ }( ) ( ) [ ] ( ) { }( )10 1,1 0: D T V T S NS CS ζ + +× × ∪ → ⊗ ⊕ × − × ∪d  

    

( ) ( )3 3 33 ;u u d d d dα β α β α β
α ζ β αβ α 3β⊗+= ∂ ∂ + = + + +d R r n R r Rn n r nnn     (1.11) 

3 33 3 33 3, ; , .d u b u d db u uu u d⋅ β
αβ α α α αβ αβ β ζβ⋅ ζ β= ∇ ∇ = ∂ ∂− = + =           (1.12) 

С другой стороны, с учетом (1.4) тензор дисторсии может быть записан так 

33 33 ,dd d dγβ β γ
β γ β γ= + + +R R R nd nR nn

  

              (1.13) 

3 3 3 3 33 33; ; ; .d d d d d dd A d A⋅α ⋅α
γβ γ⋅ αβ β β γ γ⋅ α= = = =

  

            (1.14) 

Линейный тензор пространственной деформации оболочки 1 1
2 2

Τ= +e d d   
определяется с учетом (1.13), (1.12) и (1.14) следующим образом 
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( )
( )

1
32

1 11
3 3 33 32

;

; ,

e u u A A A b uu

e h u b h uu A u eα

δ⋅ ⋅γ ⋅γ
β α ααβ β δ β βγ

−

⋅γ α⋅ α⋅

δ γ −
α ζ α δα ζ

⋅
⋅γ

= − −

= ∇ + ∂ +

∇

∂

+∇

=

∇

 

  



            (1.15) 

где uβ γ∇   – ковариантные производные компонентов вектора U  (1.10). 
 

1.3. Вариационная формулировка задачи динамики оболочки  
как трехмерного упругого тела на основе функционала Лагранжа  

и обобщенного функционала Рауса. 
 

Динамика оболочки описывается принципом Гамильтона-Остроградского 

( )1

0

H 0, H .
t

V Vt V V
dtdV dS∂∂

δ = = +∫ ∫ ∫                (1.16) 

Здесь V  – пространственная плотность функционала Лагранжа, V B∂ ±= +    – 
его граничная плотность (здесь и далее принято обозначение tu u≡ ∂ ∂ ) 

1 1
2 2 , , , , 1, 2,3;i ijpq i

i ij pq iV u u C e e F u i j p q= ρ − +ρ =
 

    

              (1.17) 
3 3

3 3; ;
B B

B BS S S SBq u q u q u q u
± ±

α
±

α
± α α±= + = +                 (1.18) 

контравариантные компоненты ijpqC


 тензора упругих констант C


, также  
как и компоненты главного вектора внешних сил ρF  отнесены к базису ,αr n  

( )3 3, .BF F q qα α
α αρ = ρ =ρ + == +⋅ ⋅F F r n qA Aq r n

 

   
Вариационную постановку задачи динамики (1.16) замыкают начальные 

условия 

0 0 00

0 0 0 0
3 3 3 3; ; ; .

t t t t t tt t
u u u u u v u vα α α α= = ==

= = = =   

             (1.19) 

Принимая во внимание (1.15), приведем плотность V  (1.17) к виду 

( ) ( ) ( )
( )

( )

3 31
3 3 3 32

33 11
3 32

33
3

3

1 1
2 2

21 1 1
3

3
32

3

3

2 2

, , , , ,V u u u u u u u u u F u F u

C u u A A A b u C

u

h u

u u A A A b

u

u

hu C

C

u u
β

β β

ν⋅ ⋅µ ⋅µ
δ ⋅µ γ

α

⋅ γ⋅

ε⋅ ⋅λ ⋅λ −
β α α

α
α α α α α

αβγδ αβ −
γ δ γ ν δ δµ ζ

β ε β βλ⋅λ α

α

⋅ α⋅ ζ ζ

∇ ∇

∇ + ∇ ∇

∇ + ∇ ∇ ∂ ∂ −

= ρ + +ρ + −

 − − − + ∂ × 

× − − −

−



     

  

  

 

 

 









( )( )13 1 1 1
3 32 2 2 2

1 1 .h u A b u h u A b uu u− γ − λ
ζ α α δ β ζ β β

δ⋅ ε⋅
α ⋅γ λ ε⋅∇ ∇+ ∂ + + ∂ +   

 (1.20) 

Таким образом, лагранжева модель оболочки в трехмерном представлении 
задана конфигурационным пространством { }3Ω = U , пространственной (1.20)  
и поверхностной (1.18) плотностями функционала Лагранжа. Выделим далее одну 
из координат на S  (напр., 1ξ ) и введем обобщенные напряжения на основе (1.20) 

( ) ( )1
1

31
13; .V Vu uα

ασ = ∇−∂ σ = −∂∂ ∂ ∇                (1.21) 
Учитывая соотношения Петерсона-Кодацци и (1.4), из (1.21) получим 

( )
( )

11 1111
1 1 1 3

1122 1133 1
2 2 3

1 1 1

2 2 1 2 3;

A A b

A A b

C u u A u

C u u A u C h u

α⋅ ⋅β ⋅β
⋅β ⋅ ⋅ β

α⋅ ⋅β ⋅β
⋅β ⋅ ⋅ β

α

−
α ζ

∇ ∇σ = − − +

+ − − ∂+∇ ∇



  

 

 

           (1.22) 

( )2
12 1212

1 1 12 322 1 2 2 ;C u u A A bu A uα
α⋅ ⋅β ⋅β
⋅β ⋅ ⋅ β∇ ∇σ = + − −∇



                (1.23) 

( )13 1313 1
31 1 1 .2h uC Au b u⋅ γ

δ
− δ

ζ ⋅γσ = ∇ + ∂ + 



               (1.24) 
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Определяющие уравнения (1.22)-(1.24) разрешимы относительно 
производных 1 , 1, 2uα α =∇   и 31u∇ ; обратные определяющие уравнения имеют вид 

( )
11 1122 1133

1
1 1 2 2

1

3 31111 1 2 2 1 2

1

1

1

1 1 1111

31 ;

C Cu u u A u h
C

A A b

b

u
C C

A A uAu

α⋅ ⋅β ⋅β
⋅β ⋅ ⋅ β ζ

α⋅ ⋅β ⋅β
⋅

−
α

β ⋅ ⋅ βα

∇ ∇ ∇ ∂

∇ +

σ
= − − − − +

+

 



  

  



       (1.25) 

12

1 2 2 1 3121 2 1 22 12 2 ;u u u A uA b
C

Aα
α⋅ ⋅β ⋅β
⋅β ⋅ ⋅ β∇ ∇

σ
+= + ∇−



  

              (1.26) 

13
1

3 13131 1 1 .2 bu h
C

u A u− δ⋅
ζ γ

γ
δ⋅

σ
∇ = −− ∂ 





               (1.27) 

Осуществляя преобразование Лежандра плотности функционала Лагранжа 
(1.20) по 1 , 1, 2uα α =∇   и 31u∇ , получим плотности смешанного функционала V  

( )

( ) ( ) ( ) ( )

13
1 1 1 2 2 3

1
2

2 2

111 12 1 3
1 2 3 3 3

2 2 211 12 13
2 3

3 3 1111 1212 1313

1122 1133
11 1

31111 1111

, , , , , ,

1
2

,V Vu u u u u

u u u F u F u
C C C

C C

u u

C

u

u u
C

u

h

α
α α

α α

−

α

α α

ζ

σ + σ + + = σ σ =

 σ σ σ
  = ρ + +ρ + + + + −   
 

 
−σ + ∂ 

∇ ∇ σ ∇ ∇

 

∇

∇

     





  





   



  

 


  





 

 

( )

( )

1122

2 11111

1122
12

3 2 31111

13 21
1

2
1

2 1

2 2 1 1 2 1 1 2 1

221
2 2 2 22 2 2

2

2

u

u

C A A A A u
C

C A b A b u A u A b u
C

h Cu A b u u A A u A

A

b

δ⋅ ⋅γ δ⋅ ⋅γ
⋅γ ⋅ ⋅γ ⋅

⋅γ ⋅γ δ⋅ ⋅γ ⋅γ
⋅ γ ⋅ γ ⋅γ ⋅ ⋅ γ

δ⋅ γ δ⋅ ⋅γ ⋅
γ

δ

δ

−
ζ

γ
⋅ δγ ⋅γ ⋅ ⋅δ

  
− + −  
 

   − + −σ − + −     

−σ ∂ + −

∇ ∇

∇ ∇

∇ − ∇ −













 



   ( )
( ) ( )
( )

2

2 2 2 2

223

3

3

23 11

22233 1 3333 21
2 2 3 3

1

2

1
2 32 2 22 2 ,

C A A u A b u h u Cu

C u h

h u

u A b u

δ⋅ ⋅γ ⋅
δ

γ
⋅

−

− −
γ ζγ ⋅ ⋅

δ⋅
γ

ζ

γ
ζ ⋅ δ

− −

−

− ∇

∇

− ∂ ∂∇ −

∂− + +



 









(1.28) 

3 3
3 3, .

B B
B BS S S SBq u q u q u q u

± ±

α
±

α
± α α±= + = +                  (1.29) 

где использованы следующие обозначения обобщенных упругих констант 

( ) ( )

( ) ( )

2 21122 1133
2222 2222 3333 3333

1111 2222 1111 3333

2233 2233 1122 1133 1111 2233
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 

 

 

   

    



 

Соотношения (1.28) и (1.29), таким образом, определяют преобразование 
Лежандра функционала Лагранжа по ковариантным производным переменных 
поля первого рода по координате 1ξ , т.е. задают функционал на пространстве 

{ }3 1
1 ,Ψ = U s  состояний системы, где 1 13α

α= σ +σs r n   – вектор квазинапряжения 

[ ] { }( )
( ) [ ] ( ) { }( )

1 13

1

1,1

.

: 0

1,1 0

S

TS NS C
+

+

α
ασ + σ × − × ∪ →

→ −

=

⊕ × × ∪

r n s








            (1.30) 

В работах [81-85] функционал, полученных аналогичным образом для задач 
статики призматического стержня или цилиндра, назван гамильтонианом,  
а уравнения, являющиеся условиями его стационарности – гамильтоновыми. 
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Следуя терминологии [65], а также [95], под гамильтонианом будем понимать 
функционал, полученный в результате преобразования Лежандра функционала 
Лагранжа по всем пространственным и временным производным переменных 
поля первого рода. Полученный выше функционал аналогично (1.28), (1.29) 
представляется в определенном смысле аналогичным функции Рауса  
в аналитической динамике дискретных систем [96]. С учетом (1.28) и (1.29) 
принцип Гамильтона-Остроградского (1.16) записывается следующим образом 

( )1

0

13
1 1

1
3H .

BSV

t

t V BS Bu dV dS du S dt
±

±
α

α ±
 = −σ − + +  

∇ σ ∇∫ ∫ ∫ ∫
         (1.31) 

 
 

2. ФОРМУЛИРОВКА ТЕОРИИ ОБОЛОЧЕК N-ГО ПОРЯДКА 
 

Введем на гильбертовом пространстве [ ]1,1−  базисную систему ( ) ( )p k ζ , 

[ ]1,1ζ∈ − , вообще говоря, биортогональную, так что [ ] ( ){ }
{0}

1,1 p k k∈ ∪
− =



  

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
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11
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k
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nm nm
k m kk km mGG

d

G G

−
∃ δζ ζ ζ≡

==

ζ =

= δ

∫
   (2.1) 

Здесь и далее к латинским индексам, заключенным в скобки и пробегающим 
значения, принадлежащие { }0∪ , применяется правило Эйнштейна. 

Предполагая ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]1
31,1 , 1,1 , 1,1 ,, , , , , ,u t u t tβ β α β

α ∈ − ∈ξ ζ ξ ζ σ −ξ ζ− ∈     

( ) [ ]13 ,, , 1,1tβσ ∈ −ξ ζ   определим 3,u uα
  их коэффициентами разложения Фурье  

по базису ( ) ( )p k ζ  (2.1) 
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  

   (2.2) 

тогда как 1 13,ασ σ   зададим их моментами относительно базиса ( ) ( )p k ζ  
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  (2.3) 

С учетом (2.2), (2.3) и (2.4) пространственная (1.28) и граничная  (1.29)
плотности обобщенного функционала Рауса преобразуются к виду (2.5) и (2.6) 
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 (2.5) 
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( )3

3 3, ,k k k k
k B ku u q u q uα

Γ α αΓ Γ Γ
= +         (2.6) 

где [ ],, , , 0k m n N…∈ ∩ , (2.5) – поверхностная, (2.6) – контурная плотности 
функционала теории оболочек N-го порядка [68]. Вариационная постановка 
начально-краевой задачи динамики оболочки вытекает из принципа Гамильтона-
Остроградского (2.7) при начальных условиях (1.19), приведенных к виду (2.8) 
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Здесь и далее использованы следующие обозначения 
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– компоненты главного вектора внешних сил на моделирующей поверхности S ; 
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– коэффициенты податливости модели оболочки N-го порядка; 
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– безразмерные коэффициенты; 
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ζ⋅ ∂= . 

Условием H 0δ =  экстремали  действия по Гамильтону (2.7) являются 
уравнения в общем виде (2.9) и (2.10) 
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именуемые обобщенными уравнениями Рауса двумерной континуальной 
системы, и естественные краевые условия (2.11); αν  – компоненты единичной 
нормали на Γ  
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В случае теории оболочек N-го порядка с учетом (2.5) и (2.6) обобщенные 
уравнения Рауса (2.9), (2.10) и краевые условия (2.11) имеют вид 
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– определяющие уравнения для ковариантных производных ( ) ( )
1 1 3, 1, 2,k ku uα α =∇ ∇ ; 
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– уравнения движения, разрешенные относительно ковариантных производных 1∇ ; 
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      (2.14) 

– естественные краевые условия на контуре Γ . Постановку начально-краевой 
задачи теории оболочек N-го порядка замыкают начальные условия (2.8). 

Формулировка статической краевой задачи, вытекающая из (2.12)-(2.14), 
приводит в пространственно-одномерном случае для плоского слоя к решению  
в форме [97,98], для толстостенных оболочек вращения – к решениям [99,100]. 
 
 

3. ПРИЛОЖЕНИЕ ОБОБЩЕННЫХ УРАВНЕНИЙ РАУСА ТЕОРИИ  
N-ГО ПОРЯДКА К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ О ДИСПЕРСИИ НОРМАЛЬНЫХ 

ВОЛН В УПРУГОМ ВОЛНОВОДЕ 
 

3.1. Постановка задачи о дисперсии нормальных волн в упругом слое. 
 

Рассмотрим задачу стационарной динамики для плоского упругого 
изотропного слоя с модулем Юнга E  и коэффициентом Пуассона ν , отнесенного 
к прямоугольной декартовой системе координат 1 2 3Ox x x  так, что 

( ) [ ] [ )1 2 2 3 3: , ; 2, 2 ; 0, ; , : 2.BV x x x h h t S S x h±∈ ∈ − ∈ ∞ ≡∅ = ±  

Пусть 3 0F Fα = ≡ . Обобщенные уравнения Рауса (2.12), (2.13) для слоя  
в рамках теории пластин ( )0, 0b A A⋅β ⋅

αβ ⋅α
β
⋅α=≡ ≡  имеют следующий вид [101] 
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 (3.2) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1

1
p , p , p ., pkm k m

km k mE h E E h E− −ζ = ζ=  

Рассмотрим далее нормальную волну, распространяющуюся вдоль оси 1Ox  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,3 1,3 11,13 11,13exp , exp ,k k

k ku U i x t S i x t= κ −ω σ = κ −ω         (3.3) 

1.i = −  С учетом (3.3) определяющие уравнения (3.1) и уравнения движения (3.2) 
приводятся к безразмерной матричной форме записи (3.4) [101] 

( ) 0,iω − κ =  A I Y           (3.4) 
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(3.5) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )T0 0

1 1 3 3 11 0 11 13 0 13 ., , ,N N
N NU U U U S S S S= … … … …Y      

Здесь ( ) 1 1
2 0 02 2c E− −= + ν ρ  – скорость волны сдвига в среде с некоторыми 

значениями 0ρ , 0E  массовой плотности и модуля Юнга, ( ) ( ) ( )
1

011,13 11,132 1k kS E S−= + ν , 
( ) ( )1
1,3 1,3

k kU h U−=  – безразмерные амплитуды, hκ = κ , 1
2hc−ω = ω  – безразмерные 

волновое число и фазовая частота, ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
1 1

0 0 0, , .km km
km km km kmE E E E E E− −= = ρ = ρ ρ 

  
Условием существования нетривиального решения (3.4) является 

дисперсионное уравнение (3.6), линейное относительно волнового числа iκ  
( ) 0.ω − κ =A I            (3.6) 

Собственными значениями оператора (3.5) являются { }0+κ∈ ∀ω∈ ∪ 
  . 

 
3.2. Сходимость приближенного решения задачи о дисперсии волн 

в плоском однородном изотропном упругом слое. 
 

Рассмотрим далее плоский однородный изотропный слой ( )0 0,E E= ρ = ρ ; 
точное решение задачи Рэлея-Лэмба приведено, в частности, в монографии [4]. 

Дисперсионные кривые, соответствующие распространяющимся модам 
( )κ∈   и затухающим модам (мнимые ветви iκ∈   и комплексные ветви κ∈  ) 
нормальных волн, вычисленные на основе теории пластин 19 порядка, приведены 
на рис.1а (продольные волны), рис.1б (изгибные волны). 

В работах [69-79] приведены результаты исследования сходимости решений 
задач о дифракции нормальных волн в упругих волноводах, полученных  
на основе теории N-го порядка для действительных собственных значений,  
т.е. для распространяющихся мод. Полученное выше решение спектральной 
задачи (3.6) для оператора (3.5) для мнимых ветвей дисперсионных кривых 
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исследовано на сходимость к точному решению задачи Рэлея-Лэмба [4]  
в следующих четырех характерных точках второго квадранта, заданных 
пересечениями 3, 4, 5, 6 эллипсов решетки Миндлина с 5, 6, 7 и 8 окружностями 
(рис.2а,б) 

1: 2 1,709; 2 4,698;κ π = ω π =   
2: 2 2,898; 2 5,254;κ π = ω π =   
3: 2 3,985; 2 5,754;κ π = ω π =   
4: 2 5,036; 2 6,216;κ π = ω π =   

 

   
а б 

Рис.1. Дисперсионные кривые продольных волны (а) и изгибных волн (б)  
в плоском изотропном упругом слое. 

 

 
а б 

Рис.2. Дисперсионные кривые, соответствующие мнимым собственным 
значениям: продольные волны (а), изгибные волны (б) (теория 19 порядка). 
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Результаты исследования сходимости решения приведены в Таблице 1 
(продольные моды) и Таблице 2 (изгибные моды) для теорий 7-21 порядков. 
Допустимая погрешность мнимого безразмерного волнового числа N

Kℑκ  
вычисляемого в K-м узле решетки Миндлна на основе теории N-го порядка, 
определятся соотношением 

( ) 1
0.05, 1,2,3,4,N N

K K K K K
−∗ ∗δκ = ℑκ ℑκ −ℑκ ≤ =     

где K
∗ℑκ  – абсцисса точки пересечения соответствующих эллипсов решетки. 

 
Таблица 1. 

Погрешность вычисления безразмерного волнового числа 2 N
Kℑκ π   

в узлах решетки Миндлина: продольные волны. 

K  7N =  9N =  11N =  13N =  15N =  17N =  19N =  21N =  K
∗ℑκ  

1 0,002 0,074 0,006 0,001 0,001 0,001 0,001 0,001 1,709 
2 2,502 2,898 0,055 0,002 0,000 0,000 0,000 0,000 2,898 
3 3,985 3,985 3,985 0,259 0,018 0,001 0,000 0,000 3,985 
4 0,126 5,036 5,036 5,036 0,189 0,004 0,000 0,000 5,036 

 
Таблица 2. 

Погрешность вычисления безразмерного волнового числа 2 N
Kℑκ π  

в узлах решетки Миндлина: изгибные волны. 

K  7N =  9N =  11N =  13N =  15N =  17N =  19N =  21N =  K
∗ℑκ  

1 0,215 0,032 0,002 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 1,709 
2 1,787 1,642 1,580 0,014 0,000 0,000 0,000 0,000 2,898 
3 3,985 3,985 0,271 0,040 0,002 0,000 0,000 0,000 3,985 
4 5,036 2,495 1,330 1,036 0,902 0,012 0,001 0,001 5,036 

 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Предложена новая вариационная формулировка теории N-го порядка 
отротропных упругих оболочек, основанная на Лагранжевом формализме 
аналитической механики континуальных систем. Оболочка отнесена к системе 
криволинейных координат, нормально связанной с некоторой гладкой реперной 
поверхностью. В отличие от работ [67-69], в качестве переменной поля, 
определяющей трехмерную модель оболочки, в рассмотрение введен вектор 
квазиперемещения, определенный компонентами вектора пространственного 
перемещения на расслоении двумерного многообразия, соответствующего 
реперной поверхности и связанный с перемещением линейным преобразованием, 
заданным тензором параллельного переноса. Получен функционал Лагранжа  
в трехмерном представлении и определен вектор квазинапряжения на площадках, 
ортогональных некоторому выбранному координатному направлению, также 
заданный на расслоении двумерного многообразия, связанный с истинным 
напряжением линейным преобразованием переноса. Путем преобразования 
Лежандра функционала Лагранжа по ковариантным производным компонентов 
вектора квазиперемещения, соответствующим выбранному координатному 
направлению, и соответствующим компонентам вектора квазинапряжения 
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получен новый смешанный функционал для оболочки как трехмерного тела  
и произведена его пространственная редукция, основанная на разложении 
аргументов функционала по некоторой биортогональной базисной системе 
функций нормальной координаты. Модель оболочки N-го порядка, таким 
образом, определена на расслоении двумерного многообразия пространством 
состояний с переменными поля, заданными коэффициентами разложения 
компонентов векторов квазиперемещения и квазинапряжения, поверхностной  
и контурной плотностями смешанного функционала, аналогичного функции Рауса 
в аналитической динамике дискретных систем. На основе принципа Гамильтона-
Остроградского получены уравнения, являющиеся условиями экстремали 
функционала, в силу выбора в качестве переменных поля квазиперемещения  
и квазинапряжения разрешенные относительно их ковариантных производных 
первого порядка по выбранной координате и по форме записи аналогичные 
уравнениям Рауса. Получены естественные краевые условия, соответствующие 
выведенным обобщенным уравнениям Рауса теории N-го порядка, и выполнена 
постановка начально-краевой задачи динамики ортотропной оболочки. 

Одним из основных приложений полученных новых уравнений теории 
оболочек N-го порядка является решение задач о дисперсии нормальных волн  
в неоднородных упругих волноводах. Система уравнений, разрешенная 
относительно пространственных производных по направлению, совпадающему  
с волновым вектором, обеспечивает переход к спектральной задаче, линейной 
относительно волнового числа, а, следовательно, и определение всех ветвей 
дисперсионных кривых – действительных, соответствующих 
распространяющимся модам нормальных волн, чисто мнимых и комплексных 
ветвей, соответствующих затухающим модам. Для плоского изотропного слоя 
получено решение спектральной задачи и проведен анализ сходимости решения 
по величинам мнимых волновых чисел в некоторых точках, соответствующих 
узлам решетки Миндлина. Показано, что для достижения погрешности 
приближенного решения в пределах 0,05 точного значения волнового числа  
в четырех узлах, соответствующих пересечению 3-6 эллипсов решетки Миндлина 
с 5-8 окружностями, достаточными являются теория 15 порядка в случае 
продольных мод и теория 17 порядка в случае изгибных мод затухающих волн. 

Полученная новая формулировка теории оболочек ковариантна и сводится  
к единой форме записи уравнений движения и определяющих соотношений при 
использовании различных базисных систем – полиномов Лежандра или финитных 
базисных функций, соответственно, известные в теории дисперсии методы 
ортогональных полиномов и полуаналитических конечных элементов могут 
рассматриваться как ее частные случаи. Следует заметить, что представляется 
возможной также вариационная формулировка модели оболочки N-го порядка  
в переменных поля второго рода (обобщенных скоростях) и соответствующих  
им скоростях изменения обобщенных сил. Такой подход позволяет, в частности, 
перейти к постановке пространственно-одномерных начально-краевых задач  
в частных производных первого порядка как по пространственной,  
так и по временной переменным и, следовательно, обеспечить эффективное 
численное решение в случае неустановившегося движения на базе алгоритмов 
[102], например, для оболочек, взаимодействующих с окружающей средой 
[103,104]. 
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